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استهلال 





لاتزال الكتب العربية في كثير من فروع العلوم البحتة والتطبيقية محدودة جداً ولا 
يتجاوز غالبيتها الموضوعات الأساسية للعلم ومقدماته ومبادئه الأولية . ينطبق هذا 


000 


القول على العلوم الرياضية كافة» وعلى علم بحوث العمليات على وجه 
عيبو کر 

في هذا الكتاب حاولنا عرض موضوعات في بحوث العمليات تدور في فلك 
تقنيات الأمثلية وذلك لسد فراغ كبير يشعر به غالبية الدارسين العرب للبرمجة 
الرياضية وتقنيات الأمثلية فى الجامعات . 

تخاو لتا تبسيط رضنا لر رخات دة وذلك اسعغداء الأمغلية, و تيسير 
أساليب الحل ووضعها في خطوات تسهل متابعتها وربط الأجزاء النظرية 
بالاستخدامات التطبيقية» ول أة مجموعة من التمارين في نهاية كل فصل تساعد 
الدارس على استيعاب المفاهيم الرياضية والخطوات | 
أمامه مجالا أرحب لل 
مجالات الحياة المختلمة . 














نفترض في الكتاب خلفية جيدة فى حساب التفاضل والتكامل ومبادئ الجبر 
الخطي لا تتجاوز في تقديرنا مقرر على مستوى الجامعة في كل منهما . 

يتكون الكتاب من سبعة فصول وملحق تتعرض فيهأ لموضوعات في البرمجة 
الخطية وغير الخطية بمتغير واحد أو متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة أو متساوية أو 
بدون قيود» كما نعرض في الفصل الأخير البرمجة التربيعية . تطرقنا كذلك 
لاستخدام أكثر من طريقة في بعض الأحيان - لحل مسألة الأمثلية لتوفير البدائل 
أحياناً ولناسبة طريقة عن غيرها في أحيان أخرى» وقد تعرضنالميزات بعض هذه 
الطرق وتميزها عن غيرها حسب نوع المسألة المدروسة . 

لا يخلو الكتاب من بعض النقص الذى سندركه عند تكرار تدريسه. ولا 
يكتمل الكتاب بدون ترحيب المؤلفين بتساؤلات الدارسين ونقد الزملاء العارفين. 

نأمل أن تكون بهذا الكتاب قد أضفنا إلى صرح التعليم بالعربية على المستوى 
الجامعي لبنة يكون لنا فيها أجر المجتهدين . . والله الموفق وهو الهادى إلى سواء 
اسيل . 
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© مقدمة ه البرمجة الخطية #البرمجة غير 
مسائل برمجة غير خطية ©« تمارين 


)١,١(‏ مقدمة 
البر مجةغيرالخطيةأحد فروع علم بحو ث lلılnag_ (Operations‏ 
(26563761 الذي يعتبر من العلوم الحديثة نسبياً مقارنة بكثير من العلوم التي تدرس 
في الجامعات» وتقوم أقسام متخصصة بتدريسها. ومع أن بداية نشأة علم بحوث 
العمليات ترجع إلى عدة عقود ماضية» إلا أن كثيراً من الجامعات لم تنشئ أقساماً 
خاصة ببحوث العمليات» ولكن لم تستطع غالبية الجامعات إلا أن تدخل 
موضوعات متعددة لبحوث العمليات في مناهجها . قدمت بعض الحامعات هذه 
الموضوعات في أقسام الر ناقساق أو الأحساء أو الأساليب الكمية أو الأمارة 
الصناعية» أو الهتدسة الصتاعية . 

من أهم مقررات بحوث العمليات التي لقيت اهتماماً كبيراًفي مناهج 
الجامعات» وبالتالي أصبح فيها اللدتخصصون والباحثون» نذكر منها على سبيل 
لقان : 


۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


-١‏ البرمجة الر يأضية (Mathematical programming)‏ ومن آذواتها: 
أ - البرمجة الخخطية (Linear programming)‏ . 
س- البرمجة غير |k†ۈخطming)a (Non-linear program‏ . 
ج - البرمجة الديناميكية (Dynamic program i18).‏ 
د - البرمجة العددية (Integer progra mig).‏ 
كما تشمل بحوث العمليات الموضوعات التالية : 
¥— المحاكاة (Simulation)‏ . 
۴- جدولة المشاريع «(Project scheduling)‏ 
٤‏ - نظر ية الألعاب(37765ع (Theory of‏ « 
- نظر ية صفوف الانتظار «(Queuing theory)‏ 
٦‏ - نظرية الموثو قaı) (Reliability theory‏ « 
/ا- التنيؤ (Forecasting)‏ « 
۸- نظرية القرارات «(Decision theory)‏ 
۹ - تحليل الشبكات «(Network analysis)‏ 
-٠‏ تماذج التخز ين (Inventory models)‏ « 


لقد حاول كثير من المشتغلين بعلم بحوث العمليات إعطاء 
تعاريف لهذا العلمء ولعل أكثر هذه التعاريف شمولاً تغريف جمعية بحوث 
العمليات الأمر يكبة )0perations Research Society of America)‏ الذي ينص 
على أن بح وث العمليات هو علم تطبيقي وتجريبي يهتم بملاحظة أنظمة إنسانية 
ألية محددة وفهمها وتقديرهاء والمشتغل ببحوث العمليات هو من يكرس هذه المعرفة 
في المسائل والمشكلات التطبيقية سواء الأعمال الخاصة أو الحكومية الرسمية أو 


المجتمع؟» . 


فدم توماس ساتى (53219 .£ 11201185) تعريفا ساخرانوعاماولكه 


متزدمة عامة 1 


يحتوي على التعامل الواقعي مع المشكلات العملية حيث يقول بأن « بحوث 
العمليات هو الفن الذي يقدم حلولاً سيئة لمسائل كانت الحلول الممكنة لهاء بدون هذا 
الفن» أسوأ». 

يتضح من موضوعات بحوث العمليات أن نشأة العلم قديمة جدأ» أو ربا تعود 
إلى القرن الغامن عشرء وذلك عند محاولة بعض العلماء أمثال تايلور .۷ .5) 
(18/105 صياغة بعض المسائل والمشكلات العملية فى نماذج رياضية . ربا يعود علم 
بحوث العمليات في نشأته إلى محاولة العالم الرياضي الدانغاركي إيرلنج .؟1 .۸) 
(1511328 عندما نشر أبحاثه بشأن دراسة المرور والازدحام في خطوط الهاتف . 

أول تشكيل لفرقة بحوث عمليات كان خلال الحرب العالمية الثانية» فقد كون 
البريطانيون فريقاً لدراسة استراتيجيات وخطط الدفاع الجوي والأرضي . وكان هذا 
gS‏ اه ء في الفيزياءء والرياضيات» وعلم 
نفس ,» والهندسة . بعد انتهاء الحرب العالمية الثانية» و عندما تحول اهتمام كثير من 
الدول إلى تطوير صناعاتها أدى ذلك إلى غومضطرد فى المصانع الصغيرة» و المحلات 
التجارية المحدودة لتصبح بعد عدة سنوات شركات صناعية» و تجارية متعددة الفروع 
والاهتمامات تصنع وتسوق عشرات أو مئات السلع. ويعمل فيها مئات أو آلاف 
العمال والمهندسين والمهنيين ما استلزم إدخال الأسلوب العلمي في الإدارة . انخرط 
بعد ذلك الكثير من المشتغلين ببحوث العمليات. أيام الحرب العالمية الثانية» إلى 
تطبيق أساليب بحوث العمليات وتقنياته في إدارة المصانع والشركات التجارية 
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والتخطيط لها لرفع كفاءتها وتطوير خدماتها ودعم قدرتها على منافسة مثيلاتها داخل 


CY fa‏ أسَلو ف بحوث العمليات 
يتبع المشتغلون ببحوث العمليات خطوات محددة يكاد يجمع غالبيتهم 





1 تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
عند معالجة مشكلة عملية وهي كما يلى : 

() محديد. المسألة: والهدف من ذلك وضع إطار عام يحدد أبعاد المشكلة 
المراد دراستها وتحديد المتغيرات المؤثرة فيها والمتأثرة بهاء وجمع المعلومات المتوافرة 
عنها آنياً أو تاريخياً. كما يتحدد في هذه المرحلة طبيعة المشكلة والإمكانيات المنيسرة 
فى إطارهاء وكذلك الهدف من حلها. 


المتغيرات والدوال الرياضية. فيتحدد فى هذه المر حلة . متغيرات القرار ودالة أو دوال 
الهدف. والشروط اللازمة من حيث الإمكانيات على متغيرات القرار. 


(ج) بناء النموذج الرياضي : وهو ال ؛ EEE.‏ عن المشكلة مجموعة من 
المغادلاات والدوال الجبرية» وتحديد المتغيرات الأساسية للقرارء والمتغيرات المرنةأو 
الشكلية التي يكن التحكم فيهاء والمتغيرات غير المرنة التي لا يكن تغييرهاء وفي 
هذه المرحلة تتضح معالم المشكلة وتبرز العلاقة بين متغيراتهاء وتصبح معدة للحل . 





(د) اشتقاق الحل : يعوم المشتغل ببحوث العمليات بالبحث عن الطرق 
الرياضية الممكنة لحل النمو دج الممثل للمشكلة > فقد يستخدم التحليل الرياضى 
للوصول إلى الحل الأمثل بسهولة ويسرء كما قد لا توجد معالجة تحليلية جيدة أو 
مناسبة مما يجعلنا نلجأ إلى الطرق العددية التقريبية نوعاً ما أو نلجأً إلى التقريب 
والمحاكاة بنموذج أخر . 


الحصول عليه يحقق النموذج بصورة جيدة . وعند توافر أكثر من حل يكن مقارنتها 


مقدمة عامة 0 


على النموذج وتسمية هذه العملية «تحليل الحساسية» . بعد ذلك يمكن وضع قيود 
أخرى على بعض المتغيرات وإعادة حلها مرة أخرى . 


(و) تطبيق الحل على المسألة العملية: وتأتى هذه المرحلة فى آخر 
دراسة بحوث العمليات وهي تطبيق الحلول بعد أن تأكد لنا سلامتها وتعرفنا على 
سلبياتها وتفاعلها مع الإمكانيات المتاحة بشأن مدى استخدامها لهذه الإمكانيات . 


)١, ١, 0(‏ كتب بحوث العمليات 

تعتبر الكتابة تحت عنوان بحوث العمليات في الكتب حديثة نسبياً » فأهم 
الكتب التي تعالج موضوعات لبحوث العمليات معالجة منتتظمة وأسلوب علمي 
محددء لم تظهر إلا بعد عام ٠40١م‏ كما ستلاحظ من فهرس المراجع لهذا الكتاب . 

تعتبر مؤلفات ساتي ((/(5384) (۹٥۱۹م)»‏ وسأسيني (53556121)» وياسبان 
(Yaspan)‏ وفريدمان (Friedman)‏ )۱404م( من أو ائل الكتب التي نشرت في 
بحو ث العمليات بعد الحرب العالمية الثانية . كما أنه يكن اعتبار كتاب حمدى طه 
(Taha)‏ (1١م)والذي‏ ظهر فى طبعته الأولى عام 1/ا19م» وكتاب أكوف 
)Acko(‏ وساسینی (Sasieni)‏ )1۹1۸ م( من الكتب المهمة ی هذا الصددء كما 
يعتبر کتاب هيلر (11111167) ولیبر مان(۱۹۹۰()1160۲۳۵۸م) والذي ظهر في طبعته 
الأولى عام ١۱۹۷م‏ من أشمل الكتب وأوسعها معالجة لموضوع بحوث 
العمليات. يعتبر كتاب جاس (6388) (١۱۹۹م)‏ من أحدث الكتب في البرمجة 
الخطية. آما فى البرمجة الرياضية فلعل كتب وينستون (97105]0) (۱۹۹۱ م) 
ومينوكس (::590(0812010١م)‏ وهيلروليبرمان (۱۹۹۱م) من أشهر الكتب في هذا 
السياق و أخاثها. یکن الإشارة كذلك إلى كتابي ماكورميك (0/13601111) 
(۱۹۸۳م) وهورست (11055]0) وتوي (/[110) (١۱۹۹م)‏ في البرمجة غير الخطية 


1 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


والأمئلية على الترثيب . كما یکن اعتبار مؤلفات أفريل (40:1361) ١917/5(‏ م) وفلتشر 
)FletcheD‏ (۱۹۸۷ م)وبازرعة (85322132) وجارفيس (1319015) (۱۹۹۰م) وشيرالي 
(ئةS)‏ (١۱۹۹م)‏ من المراجع الرئيسة في موضوع البرمجة غير الخطية والأمثلية 
بشكل عام . كانت غالبية هذه الكتب باللغة الإنجليزية أما باللغة العربية فلا يوجد 
سوى عدد محدود من الكتب». على حد علمناء ليحوث العمليات ولكننا نذكر على 
سبيل المشال لويز سيفين (۱۹۷۷ء 1980 أ. ١986‏ ب) في بحوث العمليات 
والنماذج الخطية والنماذج اللاخطية وأبو ركبة (۱۹۸۳م) تطبيق بحوث العمليات 
في الإدارة» وأبو عمه والعش (١۱۹۹م)‏ البرمجة الخطية كمراجع أولية لموضوعات 
في بحوث العمليات . ومن الكتب العربيةفي بحوث العمليات نشير الى العتيبي 
(41١ه)‏ بحوث العمليات وتطبيقاتها في القوات المسلحة» وهيكل (۱۹۸۷ء) 
الكمبيوتر وبحوث العمليات . 





Cs YT)‏ نبذة تاريخية عن تطور بحوث العمليات 

يمكن إرجاع تاريخ بداية طرق بحوث العمليات أو الأمثلية - بصمة عامة - إلى 
أيام نيوتن (11617/01) » ولاجر 3 (Lagrange)‏ » وكوشى )Cauchy)؛‏ فمثلا يعو 3 
الفضل لمساهمات نيوتن وليبنيتز (12:ط1.61) في تطوير الطرق التفاضلية في حل 
مسائل الأمثلية. أماأسس حساب المتغيرات (7/8118085 04 0185ا0216) فيعود 
فضل إرسائها لكل من بيرنوللي (111ن86:0). وأويلر #عا8). ولاجرانٌ 
(1381781186)» وفايرستراس (17/61168]11855) . كما عرفت طريقة حل مسائل 
الأمثلية المتعددة باستحداث معالم عير معروفه مسبقأ ياسم مخترعها لاجرالح 3 أما 
أول تطبيق بطريقة أشد انحدار لحل مسائل البرمجة غير المقيدة فترجع في أصلها إلى 
کو توي منذ ذلك الحين وحتى منتصف القرن العشرين لم يقدم الباحثون طرقاً جديدة 
ذات بال ويمكن القول أن الإضافات والأبحاث تعتبر محدودة. ومنذاخحتراع 


مقدمة عامة ۷ 
الحاسبات الآلية الرقمية السريعة (1615نام0010 10181131) تنافس الباحثون في 
استخدامها لدراسة الطرق السابقة وأمكن التمعن فى مدلو لاتهاء وبالتالى استيعابهاء 
وتطوير أساليبها . كما اهتم بعض الباحثين فى زيادة مجال التطبيقات التي تستخدم 
فيها طرق بحوث العمليات وفي معالجة مسائل كبيرة جداً وذات متغيرات كثيرة ربا 
يستحيل معالجحتها بالطرق اليدوية المعتادة 

سنورد فيما يلي أهم المساهمات التى أدت إلى تكوين علم بحوث العمليات 
والتى تعرضت لبعضها المراجع السابقة بشيء من التفصيل . 

أهم تطوير في مجال الطرق العددية لحل مسائل البرمجة غير المقيدة كان في 
بريطانياء وبالتحديد في الستينات من القرن العشرين . علماً أن نموذج فون 
نيو مان (716115331 ۷0) الخطي للاقتصاد كان من أهم الأعمال التي عالجت مسائل 
البرمجة الخطية في عامي 7/١978‏ 19177ام. أما ليونتيف 1.601]164) فقد درس 
نموذج الدخل والإنفاق في الاقتصاد الأمريكي. كما يمكن اعتبار تظبيق قريق بجوت 
العمليات برئاسة المارشال وود (171/000) لنموذج لموقنيقف فی مسائل توزيع 
الإمكانات في القوات الجوية الأمريكية من أكثر التطبيقات شمولاً فيما بعد في 
الأربعينات من القرن العشرين . طور بعد ذلك دانتزيج (218انة0)» وهو عضو في 
فريق بحوث العمليات السابق» فى عام 951١م‏ طريقة السمبلكس ©1م51:2) 
(0۵طMet‏ لحل مسائل البرمجة الخطية التى لايزال استخدامها واسعا وأساسيا في هذا 
المجال إلى وقتنا الحالي . كما قدم بيلمان (8611::3)طريقة إعلان قاعدة الأمثلية في 
عام ۷١۹٠م‏ لمعالجة مسائل الأمثلية المقمدة. وتعتبر شروط كون وتكر 1ة )K0 1٩‏ 
"uke‏ اللازمة والكافية للأمثلية في مسائل البرمجة من الأسس التي قام عليها 
البحث في مسائل البرمجة غير الخطية . من المساهمات المتميزة لحل مسائل البرمجة 
الخطية فى الستينات نذكر أعمال زوتيندك (!ز2011:6201)» وروزن (ء1505)» كما 
أن اوی كارول (0331301) » وفياكو (1'113000)» ومكورميك(1/1000111121) قد 


۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ساعدت في وضع صياغة مسائل معقدة. يكن حلها بطرق برمجة غير مقيدة. أما 
البرمجة الهندسية» فيعود تطويرها إلى كل من دفين (متاكد<1)» وزينر (7عمع2). 
وبيرسون في الستينات كذلك من القرن العشرين . وتعود البرمجة العددية في 
اسنا عا ل اعمال جوموري (Gomory)‏ » أما البرمجة العشوائية فلعل أهم 
مساهمات كانت لكل من دانتزیج » وشارنز (0181265) وكوير (0061©) أما 
برمجة الأهداف (عانسصدصة:ع2:0 6021) فتعود في بدايتها إلى اقتراحها حل 
مسائل البرمجة الخطية من قبل شارنز وكوير عام 1م 

في الواقع لا توجد طريقة شاملة كاملة لحل كافة مسائل البرمجة غير الخطيةء 
ولكن هناك عدة طرق لكل طريقة قدرتها وميزات معالجتها لنوعية محددة من المسائل 
يكون أسلوبها في حلها الوحيدء أو الأيسر للوصول إلى الحل المطلوب» كما قد 
توجد أكثر من طريقة لحل مسألة ماء وفي هذه الحالة تكون المفاضلة في توفير الوقت 
ودرا الد 


(0 البرمجة الخطية 

تعتير البرمجة الخخنطية programming)‏ 87 وتقنياتها مثالية فی حل كثير من 
مسائل بحوث العمليات. ومن الأساسيات المهمة لتطوير حلول مسائل متعددة فى 
موضوعات أخرى من بحرت العملياتك: مثل : البرمجة العددية. اة 
العشوائية » والبرمجة غير الخطية . استطاعت أساليب البرمجة الخطية أن تنال اهتمام 
الكثير من الباحثين في مجالات علمية متعددة وفتباينة الأسس »> لنجاحها في 
تطبيقاتها وحلولها ومعالجتها. من هذه المجالات الصناعة والزراعة والصحة. 
والاقتصاد . والدفاع. والتعليم» والنقل» وبعض العلوم الاجتماعية والإنسانية . 

ويمكن تلخيص صياغة الحالة العامة لمسائل البرمجة الخطية على أنها إيجاد 
القيمة المثلى لدالة الهدف : 


مقدمة عامة 4 


z= f(x, e |‏ 10 
وهي دالة في [استعير aa XK.‏ = اقم جج يرات القسراق 


(731335165 cisionهd)‏ وقد تكون القيمة المثلى أكبر أو أصغر قيمة يكن أن تأخذها 
ذالة القدذف تاشر واو قيود (0115]012111]5©) من أهم صيغها أن کت 
ia‏ ب x “JSD;‏ عقارق 00 
ظ E aE‏ 1 
يلاحظ أنه يجب فى مسائل البرمجة se Ka N SS OLE‏ يعن 
وكذاجميعالدوال [ى» و ... m( 8X1 ٠‏ , ... , 1= 1) خطية في كل من 
میات القراز يك بس وغ . واف رة مسجسوعة الفرابك ,18 ية 
(1....,2 = 1) ذات قيم حقيقية . تسمى مجموعة القيود 0 < ¡× و (الر...,1,2 = 1) 
بشروط عدم السالبية .(nonnegativiy)‏ 
من الواضح» وفي الغالب» في كثير من مسائل البرمجة الخطية» أن تكون 
الیو دعل شك متباینات (أو متر اجحات)» وقد تكون أحياناً معادلات» كما أنها 
قد تكون خليطاً من المتباينات (في أحد الاتجاهين) والمعادلات . أما عدم السالبية. 
التي تحدد قيما صفرية أو موجبة لمتغيرات القرار» فإنها تلائم كثيرا من حالات 
وأوضاع مسائل الحياة العملية . 
تأخذ دالة الهدف معاني مختلفة طبقاً للمسألة التي تمثلها؛ فقد تعبر عن الربح. 
أو كمية الإنتاج» أو عدد الوحدات المنتتجة في مصنع» أو عدد المرضى الذين 
يستفيدون من علاج في مستشفى أوعدد الوحدات أو الأوزان المطلوب نقلها من 
مكان لآخر . وعندئذ تكون الأمغثلية (511228100]م0) لدالة الهدف هي تكبيرها 
(103:1111221101) ضمن القيو د أو الشروط المحددة.. كما قد تعبر دالة الهدف عن 
مقدار الخسارة» أو عدد الساعات الضائعة. أو كمية المواد الخام المهدرة. . . إلخ 
وبالتالى الأمثلية هي تصغير (١0٤4”«ن«ذه)‏ دالة الهدف إلى أقل قيمة مكنة . يكون 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


المطلوب أو المتوقع إيجاد قيم متغيرات القرار التي عندها تتحق القيمة المثلى تكبيراً أو 
تصغير أء وكذلك إيجاد قرمة دالة الهدف عند تلك القيم . 

لقد تطور علم البرمجة الخطية تطورا كبيرا وطرق بأساليبه أبواب مجالات 
كثيرة فى الخمسين عاماالماضية . كما أن لتطور الحاسبات الآلية (615]نام0زمع) 
ويرمجتهاء وزيادة سرعتها دورا كبيرا ساعد العاملين فى البرمجة الخطية على التعامل 
مع مجالات إضافية أخرى» ومعاجة مسائل بمتغيرات كثيرة جداً تصعب معالجتها 
بالأساليب اليدوية في حل مسائل البرمجة الخطية . 

وكمااكر نافي المقدمة» فإن طريقة السمبلكس («16م513) التي ابتدعها 
دانتزيج (218اة(1) في منتصف الأربعينات من القرن العشرين من أفضل الطرق 
حل كثير من مسائل البرمجة الخطية بمختلف صياغاتها وتعدد تطبيقاتها . 


(0 البرمجة غير الخطية 

يكن تقسيم البر مجة غير الخطية (0108121111111118 :270111111631) إلى قسمين 
ر هما البرمجة والأمثلية غير الخطية بمتغير (78118616 6اع(أة) والبرمجة غير 
الخطية متعددة المتغير ات (10101]19/2112016) . كما قد تتشعب طرق البرمجة متعددة 
المتغيرات إلى فرعين هما : نظرية البرمجة التقليدية ([13551023©)» وخوارزميات 
(3150110111215) البرمجة غير الخطية . 

نمكن صياغة مسألة البرمجة غير الخطية أحادية البعد أو وحيدة المتغير على أنها 
تصغير أو تكبير للدالة : 

0 Zz ع‎ f(K) 

علما بأن (×)۴ دالة قد لاتكون خطية» ويكون البحث عن قيمة × التي تجعل الدالة 
()1 مشلى أي التي تجعلها أكبر أو أصغر مايمكن. ويكون مجال البحث في 
مجموعة الأعداد الحقيقية 8 ؛ أي (ه ,ه-). أما في حالة وضع قيد على متغير 


مقدمة عامة ۱١‏ 
القرار × فإن المسألة تكون من الصيغة تكبير دالة الهدف أو تصغيرها : 
)۱,٥( 2 = f(x)‏ 
عت القيك: 
32525 0 
وتسمى الأخيرة برمجة أحادية البعد مقيدة . 
ومن طرق حل هذه النوعية من المسائل نذكر تقنيات البحث المتتابع» وبحث 
مجال الثلاث نقط وبحث فيبوناتشي (1*15028621) > وبحث متو سط الفترة الذهبية . 


(١.و,١)‏ البرمجة التقليدية غير المقيدة للمسائل الحدية 
ولايحتوي هذا النوع من البرمجة للمسائل الحدية (6]6181) على قيود أو 
شروطء ويكون المطلوب فيه غالباً إيجاد القيمة الكبرى أو الصغرى لدالة الهدف 
وک : 
Xn)‏ ا z= f(x) = f(x‏ 09 
وحلها هو البحث عن النقطة م< التي تحقق العلاقة : 
f(xo + h) > f(xo)‏ (۱,۸) 
وذلك في حالة التكبير مثلاً حيث أن (وط ,.., ربط) = ط وأن إزط| كمية حقيقية 
موجبة وصغيرة با فيه الكفاية لكل قيم ١‏ و ... ,1= 1. نستخدم لحل مثل هذا 
النوع من المسائل عدة طرق منها الانحدار (0180167) عن طريق مفكوك 
تاق ر expansion(‏ 101'5/ز13) للدالة تحت الدراسة وتعيين مصموفة هس 
(وو116)» ومحدداتهاالجزئية» كما يكن استخدام طريقة نيوتن - رافسون 
العددية © (Newton-Raphson)‏ . 
أما في حالة المسائل المقيدة فإن صياغة المسألة قد أخذ شكل تكبير دالة الهدف : 
)١,9( z= f(x)‏ 


۱۲ تقنيات الا مثلية في البرمجة غير الخطية 
عت شروظ المناواة 
O E(x) = 0‏ 
حيث إن ( ۾ × ٠١‏ )= "5 : (م ٠,8‏ , و8) =8 ونفرض عادة أن كلام 
(×) ,(×) ;ع قابلة للاشتقاق ومشتقاتها مستمرة )€blۆdifferentia (continuously‏ . 
کی قد نستخدم طريقة مضاريب لاجر 3 multipliers)‏ ع مقع .]) ل 
المسألة المعطاة بدالة الهدف )١,5(‏ والشروط )١,٠١(‏ وذلك بتكوين دالة لاجرا 
التالية : 
L(x , ^) = f(x) +2 g(x)‏ اع 
تم إيجاد المشتقات الجزئية للدالة دآ ووضعها مساوية للصفر وذلك لنحصل 
على المعادلات : 


کے ۽ اک 0) 


التي تعطي الشروط الضرورية للحل . سنعطي الشروط الكافية في الفصل الخامس 
من الكتاب . 
يكن تعميم طريقة لاجرانج لحل المسألة السابقة فى حالة التعبير عن القيود 
متباينات بدلا من المعادلات كأن يكون المطلوب مثلا تكبير دالة الهدف : 
f(X)‏ = 2 7 
تحت الشروط : 
وراك ۽ 6(50)ع ايلع 
حيث إن 0 < × ؛ أي يحقق شرط عدم السالبية . 
شروط (كون - توكر) يمكن أن تعطينا الشروط الضرورية -ورعا الكافية- تحت 
بعض الاحتياطات لحل المسألة بدالة هدف(7١ )١1,‏ وقيود(54١,١)»‏ كما سنين 
ذلك في الفصل الخامس بالتفصيل فيما بعد. 


مقدمة عامة ١‏ 


النوع الأخير الذي تعرضنا له في بداية هذا الفصل هو خوارزميات البرمجة 
غير الخطية لحل المسائل غير المقيدة التي تشمل عدة طرق منها طريقة البحث 
المباشر(000]ع2 direct search‏ ) التي نفرض فيها أن دالة الههدف وحيدة المنوال 
(unimodal)‏ في مجال البحث عن حل أمثل لها. سنستخدم طريقة الانحدار 
(201650ع) لحل الخوارزميات غير المقيدة كذلك . أمافي حالة المسائل المقيدة 
(0115]131260©) فإننا نستخدم برمجة الفصإ| (separable programming)‏ 
والمقصود من ذلك أنه يكن التعبير عن دالة الهدف (. ,..., 105 أو تحويلة منها 
كمجموع 3 من الدوال كل منها وحيدة البعدء أي أن : 

(۱, ۱٥( (X1 ...و‎ , X,) = f(x) + ... + f(%,) 
من الواضح أنه قد يتعذر فصل المتغيرات في بعض الدوال عن بعضهاء ولكر‎ 

فى بعض الحالات يكن ذلك . فمثلاً لو كانت دالة الهدف : 
Ky Ko > Rs |‏ (1,15) 








عندئذ يمكننا أن نفرض : ×× = ل 
ويكون لدينا وي 7 + × نآ = »Lny‏ وتصبح المسألة عبارة عن تكبير 
CY; ¥) 2= ۷‏ 
مكلا خسب القيد : 
Lny=Lnx, +Lnx,‏ (۱۸ ,۱( 
وهي دالة منفصلة في متغيراتها . 
ومن الطرق كذلك برمجة الفصل الح دة (separable convex‏ 
(rogrammi8م‏ حيث نقول عن دالة (×)۴ إنها محدبة إذا كان : 
-0)x») > 9 f(x, ) + (1-0) f(x»)‏ 1( + رعدة)؟ 


لجميع قيم × , × في نطاق تعريف الدالة وجميع قيم 0 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
وبحت . 
US 5 [‏ 

ومن هذه الطرق كذلك البرمجة التربيعية (©01130781) وتكون فيها تكو ن دالة 
الهدف والقيود من الدرجة الثانية فى بعض متغيرات القرار والبرمجة الهندسية 
(5660116]1) والعشوائية (5]013541) التی يكو ن فيها بعض معالمها أو كلها متغيرات 
عشوائية وتحل أساساً بتحويل طبيعتها الاحتمالية إلى طبيعة وصفية محددة. 

في الفصول القادمة من هذا الكتاب سندرس معظم هذه الطرق بالتفصيل › 
ونحاول استخدام الأمثلة لتبسيط خطوات الحل كما سنعمل على سرد بعض الحقائق 
الرياضية» والنظريات التي تنص على مفاهيم نحتاج إليها في توضيح طرقنا ولكنها لا 
تدخل أساساً في موضوع كتابناء وذلك في ملاحق الكتاب . 

نعرض في البندين الرابع والخامس من هذا الفصل مجموعة من الأمثلة التي 
يخلب عليها التطبيق» ونحاول صياغتها على شكل مسائل بحوث عمليات» وذلك 
خل بعضها في الفصول القادمة بغرض تدريب القارئ على صياغة المسائل بأشكال 
يمكن معابجتها بالأساليب التي أشرنا إليها بعد قييزها عن غيرهاء ومعرفة أي الطرق 
أفضل للتعامل معهاء وحتى الحصول على الحل الأمثل . 


(0) صياغة مسائل برمجة خطية 

هجب على المتخصص في بحوث العمليات عموماً والبرمجة فيها أو التخطيط على 
و جه الخصوص أن تكون لديه القدرة على استيعاب المسائل المختلفة » وفهمها جيدا 
حدتى يتمكن من وضعها في صيغة يمكنه التعامل معها با يتوافر له من طرق» وبالتالي 
حلها. وقبل عرض بعض الملاحظات على صياغة مسألة البرمجة الخطية فى هذا 
البند» وكذلك عرض الصياغة العامة لمسائل البرمجة الخطية» فإننا نورد مجموعة من 
الأمثلة لتوضيح الهدف من أهمية الصياغة . 


مقدمة عامة ١0‏ 
مثال )١,5(‏ 
اکس سا ا نوعين من المواد البلاستيكية المصئعة» ولتكن 8,4 > 
رظح كل وتان التوحين لنصتيجها لمدد معين نن نامات العمل وكمية معيئة 
من المواد الخام بالكيلوجرام . يتوافر يومياً لدى المصنع ساعات عمل» وكميات مواد 
خام قصوى لا يمكن زيادتها كما هو محدد بالجدول رقم .)١,١(‏ 





الل ولد 41233 





فإذا كانت الأرباح العائدة من بيع وحدة من الصنف ۸ عشرة ريالات» ومن 
الصف ط8 ثماننة ريالات.. أوجد الصيغة المناسبة لهذه المسألة لتكون مسألة برمجة 


الحل 

نحدد أولاً متغيرات القرار (7313851685 0615108) » وهى المتغيرات التى تحدد 
قيمها الحل الأمثل لمسألة البرمجة . ۰ ۰ 

فی هذه الحالة يو جد متغيران للقرار وهما كمية الوحدات المنتجة من الصنف 
أو النوع 4 ولتكن ,× وكمية الوحدات المنتجة من النوع 8 ولتكن ر×. 

نلاحظ أن الهدف هو الحصول على أكبر عائد ربحي من الإنتاج» أي تكبير 
دالة الربح وهي دالة الهدف التي تأخذ الصيغة : 

2 ع‎ 10 + 8X» 


وينحصر الحل في البحث عن قيم مثلى للمتغيرين ر, و تمججل 2 أكبر ها مكرةء 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ولكن جب مراعاة قيود على عملية إنتاج النوعين؛ فساعات العمل لا تزيد عن 109 
ساعة» وكمية المواد الخام لا تزيد على 80 كجم . أي أننا ملزمون بمراعاة القيود : 

3x, + Sx, > 9 

4x, + 2x, > 80‏ 
يلاحظ أن عدد الوحدات المنتجة غير سالبة أي أننا نراعي شرطى عدم سالبية متغيرات 
القرار: 


لا SÛ; Ka‏ 2 
أصبحت مسألة الإنتاج عبارة عن مسألة برمجة خطية المطلوب فيها إيجاد القيمة 
العظمى لدالة الهدف : 
z= f(x , x2) = 10x, + 8x2‏ 2 
حت القيود: 
SK, & 109‏ + ,3 
و 
Ax, + 2x, > 0‏ 
وفيود عدم السالبية : 
Re 2l‏ . 20 »” 1 0 


مثال (۲ )١,‏ 
يستخدم أحر وكلاء شركة إنتاج عطور عالمية أسلوب الإعلان في الراديو 
وَالعليفريون: فإذا علمنا أن تكلفة دقيقة للإعلان في التليفزيون هي 400 ريال 
وللإعلان فى الراديو 0 ريال للدقيقة » وترغب الشركة في استتخدام الراديو أربعة 
أمثال استخدامها للتليفزيون على الأقل . كما لاحظت الشركة أن الإعلان في 
التليفزيون يؤدي إلى توليد مبيعات تساوي فى المتوسط مائة ضعف ما يولده الإعلان 
فى آلر اديو في دقيقة واحدة . فإذا كان بند الإعلان المالى في ميزانية الشركة محددا 


مقدمة عامة ۱۷ 
بمبلغ أربعة آلاف ريال في الشهر فأوجد صياغة البرمجة الخطية لهذه المسألة للبحث 
عن أفضل توزيع لبند الإعلان في الشركة بين وسيلتي الإعلان . 


لحل 

لنفرض أن مجموع أزمنة الإعلان في الراديو لمدة شهر هي | »وأن مجموع 
أزمئة الإعلان في التليفزيون للمدة نمسها هي ر×. 
عندئذ تكون دالة الهدف المطلوب تكبيرها هي عائد الأرباح من الإعلان في وسيلتي 
الإعلام أي أن : 

25×2 + ,×= [و< , ,»)1 - 2 
تحت قيود محددة» وهي أن مجموع مايصرف على الوسيلتين لا يزيد على البند 
اللخصص لذلك ؛ أي أن : 
20x, + 400x, > 0‏ 

والقيد الثاني هو رغبة الشركة في استخدام الراديو اربعة أمثال استخدامها للتليفزيون 
على الاقل أي أن : 


Xx, 2 4X, 
من المعروف كذلك أن مدة الإعلان لا يكن أن تكون سالبة» أي أن‎ 
وءاء من ذلك تصبح المسألة هي برمجة خطية المطلوب فيها إيجاد‎ < 0, ×, <0 
: القيمة العظمى لدالة الهدف‎ 
010 مساج‎ FÊ 25 





20x, + و4002‎ > 0 
017 
X= 4:2 0 


وقيود أو شروط عدم السالبية وهي أن : 


مقدمة عامة ۱۷ 
بمبلغ أربعة آلاف ريال في الشهر فأوجد صياغة البرمجة الخطية لهذه المسألة للبحث 
عن أفضل توزيع لبند الإعلان في الشركة بين وسيلتي الإعلان . 


لحل 

لنفرض أن مجموع أزمنة الإعلان في الراديو لمدة شهر هي | »وأن مجموع 
أزمئة الإعلان في التليفزيون للمدة نمسها هي ر×. 
عندئذ تكون دالة الهدف المطلوب تكبيرها هي عائد الأرباح من الإعلان في وسيلتي 
الإعلام أي أن : 

25×2 + ,×= [و< , ,»)1 - 2 
تحت قيود محددة» وهي أن مجموع مايصرف على الوسيلتين لا يزيد على البند 
اللخصص لذلك ؛ أي أن : 
20x, + 400x, > 0‏ 

والقيد الثاني هو رغبة الشركة في استخدام الراديو اربعة أمثال استخدامها للتليفزيون 
على الاقل أي أن : 


Xx, 2 4X, 
من المعروف كذلك أن مدة الإعلان لا يكن أن تكون سالبة» أي أن‎ 
وءاء من ذلك تصبح المسألة هي برمجة خطية المطلوب فيها إيجاد‎ < 0, ×, <0 
: القيمة العظمى لدالة الهدف‎ 
010 مساج‎ FÊ 25 





20x, + و4002‎ > 0 
017 
X= 4:2 0 


وقيود أو شروط عدم السالبية وهي أن : 


۱۸ ظ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
0 5 


يلاحظ فى هذا المثال أن معامل متغير القرار ر × فى القيد الثانى سالب . 


مثال )١,۳(‏ 
أعلن أحد المصارف المحلية عن وجود صندوقي استشمار؛ حيث إن عائد 
الأرباح في الصتدوق الأو ل 796 في العام» وعائد الربح في الصندوق الثاني 20% 
لكل سنتي استثمار. علماً أن شروط الصندوق الثاني تتطلب الاستثمار في ستتين أو 
مضاعماتهاء مثل : أريع سنوات أو ست سنوات . 1 إلخ . يود أحد الموظفين بناء 

منزل يعد الخصول على قرض من صندوق التنمية العقارية الذي يتوقع أن تتم 
إجراءات حصوله عليه بعد ثلاث سنوات من الآن ‏ فإذا كان لدى ب 
ريال يود استشمارها في صندوقي البنك للحصول على أكبر عائد ربحي تمكن . 
المطلوب وضع المسألة في صيغة برمجة خطية . 


الحل 

نفرض أن متغيرات القرار هي المبلغ المستثمر في الصندوق الأول فى السنوات 
الأولى والثانية والثالثة وهي ,1< .21 ,رر×على الترتيب. وكذلك المبلغ 
ستثمر في الصندوق الثاني في السنة الأولى والثانية وو ,ر * على الترتيب» 
ولأن الاستشمار في الصندوق الشانى لستتين: فإنه لا يكن الاستثشمار فيه فى نهاية 
السنة الثانية . 

من الواضح أن ما يحصل عليه الموظف في نهاية السنة الثالثة هو حصيلة المبلغ 
المستثمر في الصندوق الأول في السنة الثالثة مع أرباحها؛ أي ,1.07 . وحصيلة 
المبلغ المستثمر في الصندوق الثاني في السنة الثانية مع أرباحها؛ أي ١1.2:‏ فتكون 
دالة الهدف المراد تكبيرها هي : 





قم ا ۱۹ 
لتحديد القيود نلاحظ أن المبلغ المستشمر في كل من الصندوقين في السنة 


Xıı + و‎ > 0 


كعأأنَ المستثمر فى كل من الصندوقين في السنة الشانية يجب ألا يتجاوز 
حصيلة نتاج الاستثمار في الصندوق الأول؛ أي أن: 
LOTR‏ كوو + دو 
أما في السنة الغالثة فلا يكن الاستثمار إلا في الصندوق الأول. ويجب ألا 
يتجاوز المبلغ حصيلة استثمار السنة الثانية من الصندوق الأول والسنة الأولى من 


الصندوق الثانى؛ أي أن : 
X۸31 > Ks + 1.20K‏ 


ومن الواضح أن .× لکل 1=1,2,3 و ;× لكل 1-1,2 يجب أن تكون 


تصبح المسألة هي إيجاد القيمة العظمى لدالة الهدف : 
Ky FRE < 1000‏ 
Ka FES > 0‏ 107 - )8 ;0( 
0 > دغ +1 1د“ 1.07 = > 


: وقيود الإشارة هى‎ 
Xıı X12 X21 X22 , X31 20 


نلاحظ من الأمثلة السابقة أن البرمجة الخطية مجال تطبيقي كبير » كما أننا 
نلاحظ أن لمسائل البرمجة الخطية صياغة عامة يمكن إيجازها على أنها إيجاد القيم 
الغلى لمتغيرات القرار ,× ...., × والتى تجعل دالة الهدف أكبر مايمكن. مشلا 


۲۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
حيث إن دالة الهدف ھی : 
f(x 55 Xn) = C' x‏ کڪ 


C = (e, زبية : ن‎ : X = (x, ا ا‎ 
A 7 > 0 


مده ..٠‏ 212 1ر4 
لال يا a‏ ىل 
li Ka ws Bos‏ 
وبحيث إن قيم © ,ز0 ,ز3 لكل ل,..., 1 >[ , i=l,...,m‏ قيم حقيقيةمعروفة. 
بالوضافة إلى قيد الإشارة وهو 
ات 2 
ونقصد بذلك فى هذا السياق أن : 
20 الكل j=1,..,n‏ 


كما لاحظنا في البند الرابع أن مجال البرمجة غير الخطية واسع جداً. 
وموضوعاتها متعددة ومتفرعة. ولعل أهم اختلافاتها عن البرمجة الخطية ظهور 
متغيرات القرار في دالة الهدف أو في القيود المرافقة (إن وجدت) فى صيغة غير 
خطية . ولتبسيط الصياغة العامة لهذه المسائل نأخذ شكلاً أعم لمثال )۳-٤(‏ السابق 
حيث تتعدد مجالات الاستثمار في الصناديق أو الشركات التي يمكن شراء أسهم منها 
بعد دراسة عوائد أسهمها الربحية . 


مقدمة عامة 5 
فقال (5 و )١‏ 
يود أحد صناديق التقاعد في إحدى المؤسسات (أو الشركات) استثمار ودائع 
التقاعد والتي بلغت ا ريال سعودي في حقيبة للأسهم ولعدة شركات»› وليكن عددها 
n‏ ا و من الارباح لرا[ مر بلداو اده 
ب ويب سي 





الحل 
يلاحظ أن ,6 تقيس لنا مخاطرة الإستثمار في شركة | حيث 1,2,...,2-[ 
وهي الكبايرة (variance)‏ أما © فهي التغاير (0131130©) لعائد الشركة1 والشركة 
(ز1#). نعلم أن 6 متوسط عائد السهم في الشركة[ ولنفرض أن جميع هذه 
الثوابت معطاة فى المسألة بقيم معروفة. 
نفرض أن متغيرات القرار هي م× ..... × التي تل عدد الأسهم المشتراة 
فی الشركات الأولى وحتى رقم 58 وبالتالي فإن عائد أرباح الأسهم المتوقع هو : 


R(x) = 1 (xı 509 Xn) = 6 X 


J=1 


والتباين أو الخطر (ءع) المرافق للاستثمار هو : 


S(x) = V(x 555 Xn) ت‎ E} و‎ 


1=ز 1= 
ودالة الهدف المراد تكبيرها هي : 
z= f(x, , ... , X,) = R(x) - B S(x)‏ 
خث تكرت 8 ضفرا إذا تجاهانا الخطورة الكامكة وراء الاستغمار» وقيمة 8 الكبيرة 
تعنى الرغبة الشديدة في تقليل مخاطر الاستثمار. فإذا كان سعر السهم من الشركة ز 





۲۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
هو .2 فإن مسألة البرمجة غير الخطية هى إيجاد القيمة الكبرى لدالة الهدف : 


1 1 1 
CTT 2= 3, cx; - 8 2y 2J ij Xi بك‎ 


ادر 1 ادر 
نحت القيود : 
)١,70/( 0‏ 
j=‏ 
وشروط الإشارة أو عدم السالبية هى : 
الأودت. 1 کل 2ى ل0 


ملا حظات 

-١‏ عندما تتلاشى القيود(۲۷ )١,‏ فإن المسألة تصبح برمجة غير خطية غير 
فة 

۲- عندما تكون جميع حدود الدالة ٤‏ تربيعية في أحد المتغيرات أو حاصل ضرب 
متغيرين فإن المسألة هي برمجة تربيعية . 


1 


۲“ عتدها تكون] محدبة ))0١۷8×(‏ ودالة القيود :× 2 = (×)ع محدية فالمسألة 


1< 
عبارة عن برمجة محدبة . 
0-4 عندما تكون القيود خطية ودالة الهدف غير خطية تسمى برمجة بقيود خطية . 
عندما يكن التعبير عن دالة الهدف 2 كنسبة بين دالتين» مثل عامل («) ۴ لكل 
ساعة (×)ر۴ تسمى المسألة برمجة نسبية (68©10281) . 
۵- عندماتكون × = ,× لكل 1-1,2,...,7 تصبح المسألة برمجة أحادية البعد 
مقيدة في حال وجود القيد أو غير مقيدة في حال تلاشيه . 


ل 


. 
5 


ا 


لاحت 


2 


مقدمة عامة ااا 
)١‏ ارين 
اذكر اتعريقاً حورت العملياك؟ 
أذكر ثمانية مجالات أو تخصصات تقع ضمن اهتمام العاملين ببحوث 
العمليات؟ 
تحدث بنبذة تاريخية موجزة لنشأة علم بحوث العمليات وتطور أساليب 
الأمغلية؟ 
ماهى أهم خطوات معالجة مشكلةو باستخدام أساليب بحوث العمليات ؟ 
ما المقصود بالبرمجة الخطية وما أهم الطرق لحلها؟ 
عدد الأقسام والشعب الرئيسة لمسائل البرمجة غير الخطية» وحدد صياغة بعض 
منهاء واذكر أساليب حلها؟ 
ينتح أحد المخابز في مدينة الرياض نوعين من الخبز مفرود وشطائر . إذا علمنا 
أن رغيف المفروديحتاج إلى 100 جرام من الطحين» 0.1 عامل/ ساعة ويحتاج 
رغيف الشطائر إلى 90 جم من الطحين» 0.2 عامل/ ساعة. وكانت أرباح 
المخبز من رغيف المفرود 0.1 ريال» ومن الشطائر 0.15 ريال. فإذا كان يتوافر 
لدى المخزن 90 كجم من الطحين» 200 عامل/ ساعة يومياء فأوجد الصياغة 
المناسبة لهذه المسألة لتكون برمجة خطية؟ 
تعاقدت إحدى مؤسسات الاس على حراسة مجمع سكني نجاري بحيث إن 
المجمع يحتاج في أي ساعة خلال الأربع والعشرين ساعة إلى :5 حارس 
ويعمل كل حارس على ملق ست ساعات مستواصلة . وحمل المؤوسسة 
تكاليف إضافية مقدارها .© عن كل ساعة يزيد فيها عدد الحراس عن ;5 أوجد 
صياغة لهذه المسألة كبرمجة خطية يكن عن طريقها تقليل التكاليف الإضافية؟ 
إذا كان المطلوب إيجاد أقل بعد للنقطة (إ , ×) عن نقطة الأصل بحيث إن : 








۲٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
(x - 3)” + )y -3( - 4‏ 
xy > 6‏ 
هذه المسألة؟ 
- إذا كان المطلوب إيجاد القيمة العظمى للدالة : 
و2 - و 2 - 29:2 - .6 1 رعرة ه f‏ 


: 


اقع 


x, HIK, ف جه‎ 


وقيود الإشارة : 
20 و*, Xı‏ 


فحلد نوعية البرمجة . والطرق الممكنة لخلها؟ 


فسن رهن 


البرمجة الخطبة 


ه نقدمة ٠‏ الطريقة البياية. وضبدا 


(0) مقدمة 
يرى كثير من الباحئين فى بحوث العمليات أو المستخدمين لتقنياتهاء أن تطوير 
لاليب ا لر مود اة من أف ساق الهم العلس شن محف القرن العشرين. 
ونظراً لدور البرمجة الخطية فى معالجة المشكلات أو المسائل الاقتصادية الإدارية 
الحديثة فقد جدبت اهتمام المقية من الباحثين في المجالاات الق . وقدأدى تقدم 
تقنيات الحاسب الآلي إلى دفع عجلة البحث فيها. أصبحت البرمجة الخطية تحتل 
نصيباً كبيراً من مجالات بحوث العمليات» كما صدر العديد من الكتب الدراسية 
المتقدمة التى تعرض أساليب بحوث العمليات أو تدرس كيفية استخدامها وتطبيقها 
فى المجالات العملية الأخرى . 

| الهدف الأساسي للبرمجة الخطية هو ك 





فية استغلال مصادر إمكانيات 


محدودة نسب مكالية أو تكاد تكون مثالية للوصول إلى أقضل النتائح. تعثمد 


۲ ۵ 


۲٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


البرمجة الخطية على النماذج الرياضية لوصف المشكلة المطلوب دراستها. ولعل 
كلمة البرمجة الواردة في اسمها تعني التخطيط أو التوزيع الأمثل أما كلمة خطية 
فإشارة إلى أن جميع الدوال المستخدمة خطية «رياضياً» فى متغيراتها؛ أي أن البرمجة 
الخطية تعالج مسائل تهدف إلى تكبير أو تصغير دالة خطية معينة تسمى «دالة الهدف») 
ضمن مجال محدود يعتمد على مجموعة من الشروط أو القيود الخطية المفروضة 
تس وا عَالبِاما تكون الشروط متراجحات اتات ) أو أحيانا 
معادلات . يشار إلى المتغيرات الخطية الداخلة في تحديد دالة الهدف أو القيود 
يمتغيرأات القرار . 

يعتبر ودج نيوماك (5161011211 (Von‏ الخطى للاقتصاد المتطور من أهم 
المساهمات في مجال البرمجة الخطية وذلك في عام ۱۹۳١‏ م» قام بعدها ليونتيف 
(Leontief)‏ بدراسة نموذج برمجة خطية للدخل والإنفاق في الاقتصاد الأمر يکي . 

ربما يعود أول تطبيق للبرمجة الرياضية بشكل عام في المجال العسكري إلى 
فريق بحوث العمليات الأمريكي برئاسة المارشال وود (۷00۵) وذلك عند دراسة 
أفضل توزيع للإمكانيات فى القوات الجوية. أما طريقة السمبلكس («16م512) في 
حل مسائل البرمجة الخطية فتعود إلى دانتزج (10301218) والذي كان عضرا فى فريق 
وود لبحوث العمليات وذلك فى عام ۷٤۱۹م‏ . ساهم بعد ذلك عدد من الباحثين فى 
تطوير أساليب البرمجة الخطية فقدموا لنا الحل بطريقة المسألة المرافقةأو الثنائية 
(1) والتطبيقات في الصناعة والإنتاج ومسألة النقل (118570112100) ومسألة 
الشحرن (Transhipment)‏ ومسألة J|‏ 

لن ندرس في هذا الباب مسائل البرمجة الخطية السابقة بالتفصيل ولكننا 
سندرس فقط طريقة صياغة مسائل البرمجة الخطية المباشرة والطريقة البيانية أو طريقة 
انه كس لحل هذه المسائل» ونرجع القارئ إلى المراجع في البرمجة الخطية للإلمام 
بالتفصيلات الأخرى والحالات الخاصة 


. (Assignment) يص‎ 





الما ۲۷ 


تكو ن الصياغة العامة لكثير من مسائل البرمجة الخطية على صورة إيجاد 
القيم المثلى للمتغيرات ۾ × , ... و 1 التى تجعل دالة الهدف 2 أكبر ما يمكن حيث إن : 
F CK.‏ ... + وعزوج + رارج ع ” 


وذلك تحت القيود أو الشروط : 


ark, Fp F a FAK. 5 by 


۸ 


۸ 


Ky FAS; FF FF aK, 25 be 


ak; task; Fa. F8 KK. 5 5 


وشروط الإشارة هي أن : 
0 ىس EUR SU‏ ب 

فمثلاً. قد تكون دالة الهدف 7 هي الربح والمطلوب تكبيرهاء حيث تثل 
سر3 .... ٠‏ د84 , به عدد ساعات العمل التى تلزم لإنتاج وحدة واحدة من 
المتتجات الأول والثاني والنوني على الترتيب في تكون مقادير الربح لهذه الوحدات 
فى عدو هق و بغ و اھات يغ + عم و وکام ,قل الي ب وأن 
ساعات العمل التي يكن توفيرها لذلك هي ,0ء كما قدتكون ور , ... . 2و2 ؛ رد 
هي المواد الأولية من نوع معين اللازمة لتصنيع وحدة من هذه المتغيرات والتي يتوافر 
منها را . وقد تكون وه , ... , دوه , :4 هي أسعار شراء وحدة وزن أو حجم من 
هله لقف ات والرصيد المتسر هو و : : وهكذا. 

وبشكل عام يكن كتابة الصيغة السابقة باختصار؛ فيكون المطلوب هو إيجاد 
القحسحة الى للمتغورات وم جو 5غ , ا <a)‏ سه و Km Ey Ka‏ التي 


۲۸ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
تجعل دالة الهدف 2 أكبر ما يكن حيث إن : 
XK‏ 276 


AX > 0 


وشرط الإشارة : 
ل < XK‏ 
ويعني الشرط الأخير أن كل مركبة :“اهى 0 < ;× لكل ١‏ , ل 1 س 


وعحيتك إل : 





a 


| 
TH 07 


)١,١٠,١(‏ الصيغة القياسية لنماذج البرمجة الخطية 

ارو فآ عاق البرسيدة انأفلية ری على روط م ال 
ك» ٠=‏ <. وتكون متغيرات القرار موجبة أو غير مقيدة الإشارة. ولحل مسائل 
البرمجة الخطية. لابد من وضعها في صيغة عامة تسمى الصيغة القياسية 5]30021:0) 
(10130» ولهذه الصيغة القياسية الخواص الاتية : 


البرمجة الخطية 15 


. كل القيود معادلات طرفها الاين موجب‎ - ١ 
. كل المتغيرات موجبة‎ -1 
. والآن نوضح كيفية وضع أي برنامج خطي في الصورة القياسية‎ 


أو لذ : القيود 

-١‏ القيد الذي من النوع < (ك) يكن تحويله إلى معادلة بإضافة متغير متمم يضاف 
للطرف (أو يطرح من الطرف) الأيسر للقيد على حسب إشارة عدم 
التساوى» فعلى سبيل الخال : 
يضاف إلى الطرف الأيسر للقيد : 


2 + 4x, > 8 


متغير متمم 0 < ,5 لكي نحصل على المعادلة : 


0< ,و , 8= +S,‏ و<*ك + 2X‏ 
أما إذا كان لدينا القيد التالى : 
SK + Ks - 55 3‏ 
فنطرح متغير متمم 0 < دك من الطر ف الأيسر لنحصل على المعادلة : 
20 ,مق , 5 =“ SK, FAK; - SK‏ 
؟- إذا كان الطرف الأين من المعادلة سالباًء فيمكن تحويله إلى موجب بضرب 
طرفي المعادلة في (1-). فعلى سبيل المثال المعادلة : 
5- = وعزك + 3K,‏ 
تكافيء رياضياً المعادلة : 
5 = ر×4 - | «3- 
کت اتا المتبايناث (ا و ا اج حات) يعمكس عغتندما يضر ب كل عبن طرفقى 
الدراجحةفي (1-) . وعلى سبيل المثال6 > 3 , 6- < 3- » ولذلك 


6 تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


فالمتراجحة 5-5 ,2 - ,×3 يکن أن تستبدل بالمتراجحة 25 معز + ,3«2-. 


ثانياً: الى 





شيرافتة: يکن التعبير عن المتغير ولاغير ميحدة الأشارة بذلا 
E: 0‏ 6 ا ب 


ثالثاً: دالة الهدف: رغم أنه من الممكن أن تكون الصيغة القياسية من 
نوع التكبير أو تضصشير دالة الهدف. ولكنه قد يكو ن من المفيد أحياناً تحويل أي مر 
لصيغتين إلى اللأخرى . 

ومن البدهي أن تكبير أي دالة يكافئ تصغير المعكوس الجمعي الدالة والعكس 
صحيح › وعلى سبيل المثال تكبير الدالة : 


7 = 6X, - 7X» - 4 





يكافئ رياضياً تصغير الدالة : 
و4 + و7 + -6X,‏ ع -Z‏ 

ويعني التكافؤ هنا أنه بالنسبة لنفس فئة الشروط. فإن القيم المثلى للمتغيرات 
و و 2< و × هي نمسها في كلتا الخالتين» والفرق الوحيد بين الحالتين هو في قيمتى 
الهدف. ومع أنها تكون متساوية عددياً. إلا أنها سوف تظهر بإشارات معاكسة . 

كما أن بعض المسائل غير الخطية تتحول في بعض مراحل الحل إلى مسائل 
خطية (كما سنوضح ذلك في الفصول القادمة) تحل باستخدام طريقة السمبلكس . 

سوف نكتفي في هذا الفصل بدراسة طريقتين لحل مسائل البرمجة الخطية 
هما طر يقه بيانية (12©1100 [81311181)» وطريقة السمبلكس (51111016) » ويستخدم 
في التوضيح حل مسائل البرمجة الخطية في متغيرين أساسيين للقرار لأن تعميم ذلك 
لأكثر من متغيرين يمكن تنفيذه باستخدام الطرق نفسها. 





البرمجة الخطية ۳١‏ 
(۲ ؟) الطريقة البيانية ومبدأ الثنائية 
)١, ۲, ١(‏ الطريقة البيانية 
تعرف هذه الطريقة لحل مسائل البرمجة الخطية بالطريقة البيانية أو بطريقة 
الرسم (1261300 اaءطrapع)»‏ ومع أنه يكن استخدامها لحل مسائل البرمجة الخطية 
في متغيرين أو أكثرء إلا أننا سنقتصر على متغيرين . تعتبر هذه الطريقة القاعدة التي 
نعتمد عليها فى توضيح خطوات طريقة السمبلكس التي سنقدمها في البند التالي . 
ولنوضح الطريقة البيانية نورد مثالاً على ذلك . 





مال ١(‏ ,۲) 
أوجد القيمة الكبرى للدالة : 
4X, + 5X»‏ ع ره 
تحت الشروط أو القيود: 
10 > ر×7 + ,×3 
3 5 معد E‏ 
وشروط الإ شارة : 


kK SU ; =0 


الحل 
5 هذه المحالة تسمى Zz‏ بدالة الهدف (1112]100 ©00[6©117) ويسمى 
المتغخير ان رلا و ر بالمتغيرين الا لين (basıc variables)‏ كما يبي ال طاق : 
FESS ; MR; FIS‏ ريده 
بالشر طين الداليين constraints)‏ اfunctiona)‏ أما الشرطان الأخيران فيطلق عليهما 


شر طا الإشارة «(sign constraints)‏ أو شرطا عدم السالية للمتقر ات الأضلية. هن 





الما تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
الملاحظ أن دالة الهدف والشروط الدالية دوال خطية فى المتغيرين ,* و 2*. 
نبدأ الحل بتحويل متباينات القيود إلى متساويات فنجد أن : 
0 = و<7/ + 3X,‏ 
3 > وخا + 26 
من الواضح أن شرطى الإشارة 0 < × و 20 و يحددان منطقة الربع 
الأول هن المحورين :2 , و“ ؛ أي مجموعة النقاط التي تقع أعلى المحور ,× وعلى 
يمين المحور ر×. 
الشرط الأول مستقيم يقطع محوري ,× و × في النقطتين : 
0ه .مه 


الال الس السب عاسم العسويط الك انييقطع شن السورين في الین 
|0 5 - © و (0,3)-2 كما أن نقطة تقاطع المحورين هي (0 , 0) = ©. 


وبما أن مستقيمي الشرطين يحددان أعلى حد للحل المقبول لأن الشرط الأول ينص 
على أن الحل يقع على أو تحت المستقيم 02 . 
بحل معادلتى المستقيمين : 

3X, + و7‎ = 10 


3 ح وز + ,2 
نجد أن نقطة تقاطعهما هي (1,1)-8. ومن ذلك نلاحظ أن منطقة الحلول المقبولة 
التي نمحقق جميع الشروط هي المضلع .80€٣۴‏ ومن ذلك نلاحظ أن أي نقطة 
على المستقيمات 8٤‏ أو ٣ع‏ أو ©0 أو 08 أو داخل المنطقة المظللة تمثل حلا 





مکنا «(feasible solution)‏ و أ لقطة خار 3 هذهالمنطقة. لا يكن أن شل 
حلاً. من الواضح أن الحل الأساسي يتحقق في أربع من النقاط 0,.4.,8,6,5,5 


الرسجة ال ۳۲۳ 
وحيث إن لدينا شر طين داليين ومتغيرين فإن عدد الرؤوس الناتجة» أو نقاط 
2+2 50 
التقاطع » هي 0 وبصورة عامة. إذا كان لدينا 2 متغير و ۳ قيد او شر ط 
E‏ ا 
دالى فإن عدد الرؤوس الناجة هو : 


_ (m+n)! 
` nlm! 





m+n | 





1 





\ 2 ٠“ 


الشكل رقم .)١,١(‏ 


٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


وتنحصر مهمتنا فى البحث عن الحلول الممكنة من الإحداثيات التى تعطى دالة 
الهدف ر×8 + ,×4 - 2 أكبر قيمة. واضح من الشكل البياني رقم ١(‏ , ؟) أن قيمة 
7 تزداد كلما اقتربنا من نقطة الأصل» وتزداد كلما ابتعدنا عنها علماً أن ميل مستقيم 
دالة الهدف هو 2 -. 

من الواضح أن أول نقطة يقابلها مستقيم دالة الهدف في منطقة الحلول المقبولة هى 


. وتكون فيها قيمة ,7 هى‎ « E(1,1) 
76. وه‎ (+5 )1( 





8- 
لظ كذلك أن: 
( )5+ (0) 4= و 7 
7184 
3 
Ze =4 +40‏ 
2 
6 - 


من الواضح أن 0 = و2. وبال الى فإن الحل الأمثل هو عند حيث إن 

و 1غ > لين و (Ky‏ 
ع هيب دالة | الهقدف» أئ تخر ضيغتها الرياضية» فإن ذلك 
Ka‏ الا الاب e e‏ ا ,×8 = 2 فإن الحل الأمثل أو 
الأكبر يتحقق عند النقطة © ويكون 12 = ح2. ويكون الحل الأمثل عند 8 فيمالو 
كانت ج10 + :32 - اه ويكون عند فيما لو كانت وچ چ5 =2: 

ما سبق نالاحظ ما يلي : 

(( يتحقق الحل الأمثل في إحدى نقاط الرؤوس لمضلع منطقة الحلول الممكنة 

وعندها يكون وحیداً. 


البرمجة الخطية 0 
(ب) إذا وازت مستقيمات دالة الهدف أحد القيود الدالية» فإنه يوجد عدد لا نهائي 
من الحلول المثلى (أي من قيم ×١‏ و و الى تعطى أكبرقيمة لدالة 


الهدف2). 
(ج) تسمى الحلول عند نقاط رؤوس مضلع منطقة الحلول الممكنة أساس (08515) . 


(8. 8 ) مدا التدائية 
قبل توضيح مبدأ الثنائية » نأخذ مثالا ونحله بالطريقة البيانية السابقة . 


فال (۲ و؟) 
أو جد القيمة الصغرى لدالة الهدف 
U =10y, + 3¥»‏ 
تحيق الشروط الدذالية: 
3y, + 2y < 4‏ 
Jt Ys 5‏ 


وشروط الا شارة: 





ب معادلات القيود الدالية كما يلى : 
3y, + 2y, - 4‏ 


5= ولا + ولام 
والآن نرسم المستقيمين الناتجين. ونحدد نقط تقاطع كل منهما مع الآخر. 
وتقاطعهما مع شرطي الإشارة 0 = دلا و 0= رلا يوضحه الشكل رقم (1,5). 


0 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
نلاحظ أن منطقة الحلول الممكنةء من الشكل (۲,٠)ء‏ هى المنطقة المظللة 
المحدودة بالمحورين» والخط المتكسر (8381. وكما سبق بتحريك خط دالة الهدف ا 


في اتجاه نقطة الأصل 0 نحد قيم لا على الترتيب كما يلى : 
U, = 10 (0) + 3 (5) = 15‏ 


4 


+ 3 )0( = 3 
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الشكل رقم ir‏ 


واخيرافإن قيمة لا عند نقطة تقاطع مستقيمى الشرطين الداليين» أى عند 
النقطة 8 حيث إن 


السا ۳۷ 


U, - 10] 2 |+ 2= 9 
11 11 


نلاحظ أن القيمة الصغرى لدالة الهدف ا هى القيمة الكبرى لدالة الهدف 7 


Es ١( في مثال‎ 


في الواقع ساد إلى المسألة فى اكفاك 0 .۲ اتا اة الهالة قالغال 


: ويمقارنة المثالين نلاحظ ما يلى‎ CT. 


00 
7 


(ج) 


(د) 


حولت مسال اٹک فى المسألة الأصلية إلى تصغير فى المسألة الثنائية . 
جرى عكس اتجاه متباينات القيود الدالية من "<" إلى "ك". لاحظ عدم تغير 


إشارات شروط الإشارة . 


(©05311505) مصفوفة المعاملاات فى المسألة الأصلية : 


3 2 3 1 
M = 
7 


1 7 
حيث : 24 , 147 هما مصفوفتا معاملات المسألة الثنائية والأصلية على 
المعاملات الثابتة فى شروط القيود الدالية في المسألة الأصلية | و )أصبحت 


, MÎ = 








مامات فغ ات الق راز ف اة الوندف قن السآلة الثغاقية (3 ,10) آما 
معاملات دالة الهدف (5 ,4) فى المسألة الأصلية فقد أصبحت المعاملات 
الثانية للشروط الدالية في المسألة الثنائية | ي ). 


ومع أنه يمكن التعامل مع المسألة الأصلية في حالة الحل بطرق البرمجة 


الخطية» فإنه يكن تبسيط المسألة فى كثير من الأحيان لو تعاملنا مع المسألة الثنائية 
(أوالمرافقة له ) خاصة إذا كانت القيود الهيكلية أقل كثير امن عدد متغيرات 


۳۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


القرار. أهم أهداف عرض مبدأ الثنائية وكذلك الطريقة البيانية لحل مسائل البرمجة 
الخطية في هذا البند هو تبسيط خطوات طريقة السمبلكس والتى سندرسها في 
البقل الان 


0 8 شی الیک 

لاحظنا في البند ٠, ١(‏ ,5؟) المتعلق بالطريقة البيانية» أن الحل الأمثل يقع 
دائماً عند أحد أركان مضلع الحلول الممكنة أو نقطة حدية (00زمم 6 ) و تعمد 
طريقة السمبلكس أساساً على هذه الفكرة . 

باستخدام مميزات الطريقة البيانية» فإن طريقة السمبلكس تنفذ كعملية 
تكرارية» تبدأ عند نقطة ركنية تحقق جميع الشروط . وفي العادة تكون نقطة الأصل » 
ثم نتتحرك إلى نقطة حدية مجاورة (26عع3ز30) نحقق جميع الشروط ثم إلى نقطة 
أخرى مجاورة وهكذا. . » حتى نصل إلى النقطة المثلى . 

سوف نوضح الطريقة باستخدام المثال ١(‏ , ") وفراغ الحل لهذا المثال موضح 
بالشكل رقم .)١10(‏ طريقة السمبلكس تبدأ عند النقطة الركنية 0 الت 
تسمى عادة بالحل المبدئى .)starting solution)‏ وبعد ذلك نتحرك إلى نقطة 
وكية أخرى مجاورة: ومن الممكن أن تكون النقطة © أو النقطة 8» ويعتمد الاختبار 
هنا على معاملات المتغيرات في دالة الهدف. وحيث أن للمتغير × أكبر معامل. 
والمطلوب تكبير الدالة فإن الحل سوف يتحرك فى اتجاه تزايد X2‏ حتى يصل إلى 
نقطة الحدية 8 . وعند النقطة 8 نكرر العملية ؛ لعرفة ما إذا كانت توجد نقطة حدية 





ری ن أو تزيد من قيمة الدالة > وباستخذام معلومات عن دالة الهدف 


البرمجة الخطية 5 


تستطيع معرفة فيما إذا كانت هذه النقطة موجودة أم لا. فى الحقيقة سيتوقف الحل 
عند النقطة ۴ وهي النقطة الحدية المثلى . 

توجد قاعدتان يتحكمان في اختيار النقطة الحدية التالية ا×56) عند تيفيك 
ا السبلكس: 


أو : النفظة الثالية جب أن تكون مجاورة للتقطة الجالية» فعلى سبيل 
المخال» في الشكل رقم (1,؟) فإن الحل لا يمكن أن يتحرك من النقطة 0 إلى النقطة 
8 مباشرة وبدون أن يمر بحافة منطقة الحل المقبول 8 ج 0 ؛ أي أنه يتحرك من 0 إلى 


8 ثم من 8 الک 


ثانياً : لا يكن أن يرجع ال حل أبداً إلي الخلف؛ أي إلى نقطة حدية إختبرت 
من قبل . وعلى سبيل المثال في الشكل (7, ۲) فإن الحل لا یکن أن يرجع من 8 إلى 
0 » وتلخص فكرة طريقة السمبلكس في أن الحل يبدأ دائماً من نقطة ركنية تحقق 
جميع الشروط إلى نقطة ركنية أخرى مجاورة لهذه النقطة تحقق جميع الشروط › 
وتختبر كل نقطة من حيث إنها النقطة المثلى آم لا قبل التحرك إلى نقطة جديدة . وفي 
هذا الثال كانت البداية هي النقطة 0» ثم تحركنا إلى النقطة 8 ووجد أن الحل الأمثل 
يقع عند النقطة ٤‏ . لاحظ أننا أجحرينا ثلاثة تكرارات (0,18:.11) للوصول إلى الحل 


الال 


٭ ٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





الشكل رفم )¥( 


توج الفكرة الأساسة لطريقة السمبلكس بأنها الحاجة إلى تمثيل منطقة الحل 
المقبول والنقطة الركنية جبرياً. وطريقة الانتقال بين النقط الركنية . يلاحظ كذلك 
وجود تناظر بين التعريف الهندسي (الطريقة البيانية) والتعريف الجبري (طريقة 
السعياكف 1 

فنجد أن فراغ الحل في الأول يناظر شروط الصيغة القياسية في الثانية: 
والنقط الر كنية فى الاولى تناظر الحلول الأساسية (501111410115 03516) للصيغة 
القناسة. 

سوف نوضح التناظر بين منطقة الحل والصيغة القياسية وبعد ذلك نشرح 
التفاصيل الحسابية لطريقة السمبلكس . 


البرمجة الخطية 3 
)١,۳,۱(‏ تمثيل منطقة الحل في الصيغة القياسية 
سوف نوضح كيفية التمثيل الجبري لمنطقة الحل باستخدام المثال ١(‏ ,1). 

تعطى الصيغة القياسية للنموذح كما يلي : 
أوجد القيمة الكبرى للدالة: 

4x, + Sx, + 05, + 0S»‏ ع رك 
نحت القيود التالية : 

3X, + TK” + 5 = 10 

ZK Xa fF 52 ب‎ 3 


يحدد الشكل رقم ٤(‏ , ؟) منطقة الحل . يكن تمثيل كل نقطة في هذه المنطقه 
ذلالة المتخراثك وك, 5ء و و ب من الضيغة القياسية. 








الشكل رقم (5,5). 


5 تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

لتوضيح ذلك» لاحظ أن 0 > دك و 0= ,5 تنقص المعادلة التعلقة إلى 
حافة في فراغ الحل. وعلى سبيل المثال 0 = ,5 تناظر 10 = ×7 + ,3 التي تمثل 
الحافة BE‏ . فإدا كانت 0 < ,5 فإن هذا سيحرك النقطة الممكنة ()صذمم عاازووعة) إلى 
داخل منطقة الحل . 

هدفنا الرئيسى هو تحديد النقط الحدية جبرياً: وعند اختبار الشكل رقم 
,)لط أن للقيم وى 8 £ اوعدي 1 التعلقة بالنقاط 0,5,8,0) الطراز 
التالى إذا كانت قيمها تساوى الصفر : 








في هذه الطريقة يجب مراعاة الملا حظتين التاليتين : 
-١‏ حيث إن للصيغة القياسية معادلتين وأربعة مجاهيل » فإنه لكل نقطة حدية اثنان 
(4-2=2) من المتغير ات فى المستوى الصفرى . 
1- تحتلف النقط الحدية المتجاورة في متغير واحد فقط . 
توضح الملاحظة الأولى أن النقط الحدية لمنطقة الحل تحدد جبرياً بوضع عدد 
من اللنشيرات:فساويا اأضفر: وهذا العدد يساوي الفرق بين عدد المجاهيل وعدد 
المعادلات وتعتبر هذه خاصية وحيدة للنقطة الحدية. لاحظ من الشكل رقم (5 و ؟) 


أن لكل نقطة عير حدية متغير وحيدا صفريا على الأكثر . وعلى سبيل المثال ليس لكل 


ال مجة اة 3 
النقط الداخلية متغيرات صفرية بينما تقع تمامأكل نقطة غير حدية على حافة متغير 
صقري . 

لاحظ أن الخاصية الوحيدة للنقط الحدية تؤدى إلى هذه الطريقة العامة التالية 
اعحديد النقظ الحدية جبرياً. نفترض أن للصيغة القياسية 13 معادلة» و2 من 
المتغيرات حيث ٩‏ 2 0 . 

تخدد کل النقط الحدية المقبولة باعتيار الحلول الموجبة لعدد 11 من المعادلات 
التى نضع فيها عدد 1-۳ من المتغيرات بقيم صمريه . 

يسمى الحل الوحيد رياضياً الناتج من وضع 7-17 من المتغيرات مساوية للصفر 

حلا أساسياً (5011010 03512)» ويسمى الحل الأساسى الذى يحقق شروط عدم 
السالبية بحل أساسي محر (utionاso )basic feasible‏ وتسمى المتغيرات التي 
وضعت بقيم صفرية بمتغيرات غير أساسية (731135165 202-3512 )» كما تسمى 
المتغير ات الباقية يمتغيرات أساسية (1/21180165 ع0851) . 

التتيجة العامة : إن التعريف الجبري للحلول الأساسية في طريقة السمبلكس 
يحل محل النقطة الحدية فى منطقة الحل البياني . وذلاحظ أن أكير عده للتكرارات 
فى طريقة | لسمبلكس يساوي العدد الأكبر من الحلول الأساسية في الصيغة 
القياسية. وهذار سني ألا ددرا اسیلک اين ادم 


‘T1 
IT] 


الملااحظة الثانية التى ذكرت يبي جداً حسابياً» لأن طريقة السمبلكس 
تتحرك من نقطة غير مثلى إلى نقطة مجاورة لهاء وحيث إن النقط المجاورة تختلف 
فى متغير واحد فقط » فيمكن تعيين النقطة الحدية التالية المجاورة بتبديل المتغير غير 
الأساسي الصفري في النقطة الجارية بمتغير أساسي جار . ) 

لتوضيح ذلك لنفرض أننا في المثال ١(‏ , 1) عند النقطة 0 ونريد أن نتحرك إلى 
8. للحصول على 8 نزيد من قيمة المتغير غير الأساسي و حتى نصل إلى 28 انظر 


15 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطبة 


الشكل ٤(‏ ,۲). وعند 8 يصبح المتغير 5 (كان أساسياً عند 0) تلقائياً متغيراً صفرياًء 
وبالتالي غير أساسي . 


م 


يكن توضيح التبديل الذي حدق فين وک 5 كما في الجحدول التالى : 


الحدول رقم (؟. ؟). 





إذا نظرنا إلى الشكل )7١ , ٤(‏ نلاحظ أن النقط المجاورة الحدية تتحدد بتبديل متغير 
واحد أساسي فقط غير غير آساسی» ومن خلال هذه الفكرة یکن ترسيظ حتسابات 
طريقة السميكس. ۰ 

وتعتمد طريقة السمبلكس كذلك على تحديد المتغيرين : الداخل إلى الحل 
الأساسى > والمتغير الخارج منه . 
المتغير الداخل (2112016 2161108©) وهو أحد الخ ات كس الاما الحالية الذى 
سوف يدخل فنئة المتغيرات الأمساسية في التكرار التالى» أما المتغير الخارج 
(311801/ عدالاهع1) فهو المتغير الأساسىي فى التكرار الحالى الذى سوف يترك فة 
الحلول الأساسية في التكرار التالى . | 


۳ ارز اليكو 


البرمجة الخطية 6 
خطوة :)١(‏ باستخدام الصيغة القياسية» نعين حلا أساسيا مقبو لا بوضع 


. متغير (غير أساسي عند المستوى الصفري)‎ 1١-1 


خطوة (۲): نختار متغيرا داخلا من المتغيرات غير الأساسية والذي 
بحس قيمة دالة الهدف» عندما يزداد على الصفرء وإن لم يوجد متغير غير أساسي 
له هذه الخاصية نتوقف عند ذلك »› ويكون آخر حل قد حصلنا عليه هو الحل الأمثل . 
وإذا وجد متغير غير أساسى له هذه الخاصية ننتقل إلى الخطوة .)١(‏ 


خطوة (7): نحدد الحل الأساسي الجديد بجعل المتغير الداخل أساسياء 
والمتغير الخارج غير أساسي » ثم ننتقل إلى الخطوة (5) . 

سوف نشرح تفاصيل طريقة السمبلكس باستخدام المثال(1١,5).‏ وهذا 
يتطلب التعبير عن دالة الهدف وكل شروط الصيغة القياسية كما يلي» حيث إن دالة 
الهدف هي : 


0 درون - ,05 - و5 - 4X,‏ - ,ك4 


3X, + و7‎ +8 = 10 


+S) = 3‏ مع ا 


كما ذكرنا سابقاًء نحدد الحل الأساسي المبدئى من معادلات القيود بوضع 
اثنين (4-2-2) من المتغيرات بقيم صفرية شريطة أن يكون الحل الناتح وحيدا 
وه ۳ : ولا. واضح أنه بوضع 0= × =× نحصل على 00 > 5 1 3 کر 5 
(النقطة 0 فى الشكل (: , ؟)). ولهذا يكن استخدام هذه النقطة كنقطة حل مبدئي 


البرمجة الخطية 6 
خطوة :)١(‏ باستخدام الصيغة القياسية» نعين حلا أساسيا مقبو لا بوضع 


. متغير (غير أساسي عند المستوى الصفري)‎ 1١-1 


خطوة (۲): نختار متغيرا داخلا من المتغيرات غير الأساسية والذي 
بحس قيمة دالة الهدف» عندما يزداد على الصفرء وإن لم يوجد متغير غير أساسي 
له هذه الخاصية نتوقف عند ذلك »› ويكون آخر حل قد حصلنا عليه هو الحل الأمثل . 
وإذا وجد متغير غير أساسى له هذه الخاصية ننتقل إلى الخطوة .)١(‏ 


خطوة (7): نحدد الحل الأساسي الجديد بجعل المتغير الداخل أساسياء 
والمتغير الخارج غير أساسي » ثم ننتقل إلى الخطوة (5) . 

سوف نشرح تفاصيل طريقة السمبلكس باستخدام المثال(1١,5).‏ وهذا 
يتطلب التعبير عن دالة الهدف وكل شروط الصيغة القياسية كما يلي» حيث إن دالة 
الهدف هي : 


0 درون - ,05 - و5 - 4X,‏ - ,ك4 


3X, + و7‎ +8 = 10 


+S) = 3‏ مع ا 


كما ذكرنا سابقاًء نحدد الحل الأساسي المبدئى من معادلات القيود بوضع 
اثنين (4-2-2) من المتغيرات بقيم صفرية شريطة أن يكون الحل الناتح وحيدا 
وه ۳ : ولا. واضح أنه بوضع 0= × =× نحصل على 00 > 5 1 3 کر 5 
(النقطة 0 فى الشكل (: , ؟)). ولهذا يكن استخدام هذه النقطة كنقطة حل مبدئي 


ا تقنيات الأمثلية فى البر مجة غير الخطية 


مقبول» وتكون القيمة المناظرة لدالة الهدف 2 هي الصفر. وحيث إن كلاً من 
2× . × متغيرين صعريين وكنتيجة لذلك تتغير المعادلة الهدفية بحيث يساوي طرفها 
الأيمن الصفر . 

يتضح أن الطرف الأيمن لدالة الهدف» ومعادلات الشروط تؤدى مباشرة إلى 
ا لحل المبدئي» وهذه هي الحالة الدائمة عندما تتكون نقطة البداية من كل المنغيرات 
المتممة . 

يمكن تلخيص المعلومات السابقة في صيغة جدولية كما في الجدول رقم 
۳( 





البيانات المعروضة بالجدول تحدد المعلومات التالية : 

يبين العمود الأساسي المتخيرات الأساسية الحالية ,5 و ج52 وقيمها معطاة بعمود 
اخل» وهذا يقرض فما أن المتغيرانت غير الأساسية 2 د × (التي لم تظهر فى 
العمود الأساسي) لها قيم صفرية . 

قيمة دالة الهدف تكون : 


0 - (3) 0 + (10) 0 + (0) 5 + (0) 4 = 7 
الما قو رادم في کرد اکل 
فحص المعادلة الهدفية صف المعادلة 2 يمكن معرفة ما إذا كان الل الحالى 


الر ةلق ٤۷‏ 





أفضل أم لاء لاحظنا أن لكلا المتغيرين الصفريين :و × معاملا سالبا وهذا يعني أن 
لها معاملات موجبة فى دالة الهدف الأصلية . وحيث إننا نرغب في تكبير قيمة 
الدالة» فإنه يمكن تحسين قيمة 7 بزيادة قيم × أو د×عن القيمة الصفرية. لذا نختار 
المتغير ذا المعامل الأكثر سالبية حيث إن الخبرات الحسابية توضح أن هذا الاختيار 
مفضل لكي نحصل على الحل الأمثل بسرعة . 

تعتبر الملاحظة السابقة أساسية لما يسمى بشروط الأمثلية لطريقة السمبلكس› 
وهي توضح أنه في حالة التكبير إذا كانت كل معاملات المتغيرات غير الأساسية 
موجبة في المعادلة 7 من الجدول الحالي» فإن الحل الحالي هو الحل الأمثل. وإن لم 
يكن كذلك فإن المتغير غير الأساسي الذي له المعامل الأكثر سالبية يختار كمتغير 
داخل . 

تطبيق شروط الأمقلة على جدول البق( ,)تار المتشير وا كمتقير 
داخل . وعند هذه النقطة يكون المتغير الخارج أحد المتغيرين الأساسيين م Sa‏ 
وهذا يتحقق باستخدام شروط القابلية (0201610© '(163516111) التي تختار المتغير 
الخارج كأحد المتغيرات التي تصل إلى القيمة الصفرية عتما يضلا المتقير وای اکر 
قيمة عند نقطة حدية مجاورة. بالطبع فإننا نود عمل هذا بدون استخدام الحل 
البياني» علماً بأن الحل البياني يساعد في تطوير شروط القابلية جبريأ. اعتبر منطقة 
الحل للمثال )١, ١(‏ الموضح في الشكل (5 , ؟) . 

تساوي أكبر قيمة للمتغير ر ×أصغر مقطع موجب للشرط مع المحور × 
جبرياً. كل من هذه المقاطع تساوي نسبة الطرف الأيمن للشرط إلى المعامل الموجب 
للمتغير الداخل . فإذا كان معامل × صفرا أو سالباء فهو لا يقطع الاتجاه الموجب 
للمحور د . ومن ناحية أخرى» فإن نقطة تقاطع الشرط )١(‏ والشرط (۲) مع 
المحور 2 هي : > x2‏ و کک 





۸ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
لهذا فإن ×٠‏ تصل إلى أقصى قيمة وهي -- عند 8 ۽ وعند هذه النقطة سوف 


يكون 5 هو المتغير الخارج . 

يكن ت السبة السرفة سايناء ولأفغير فارج مباشرة عن لول 
السمبلكس . نعين ولا العمود تحت المتغير الداخل × ثم نأخذ نسبة عناصر الطرف 
الأيمن لمعادلات القيود إلى العناصر المناظرة فى عمود المتغير الداخل (شريطة ألا يكون 
دقام الدسبة سالبا أو ضفرا ) ولا ب فة للمعاذلة الهدقة» ويكون المتغير الخارج 
هو المتغير الأساسى المواجه لأصغر نسبة بين هذه النسب . 

جدول البدء (۳, 1) للمشال (۱ ,۲) مكرر فى الجادول (5 , 7) بعد حساب 
النسب وتعيين المتغير الخارج. من أجل حساب التكرار التالي نحدد العمود 
أسفل التي الداحل ويسمى بالعمود الداخل (010122© 111611118©) والصف 
التعلق بات ف ر الخارح يسمى بالمعادلة المحورية (113]105و6 «(pivotal‏ 
والعنصر الذي يقع في تقاطع المعادلة المحورية والعمود الداخل يسمى العنصر 


المحورى (pivot E,‏ . 
الجدول ر م( و). 


العمود الداخل 





ال ةا ۹ 


بعد تعيين المتغير الداخل والمتغير الخارج› نحسب عناصر التكرار التالى 
باستخدام طريقة جاوس جوردان (10108 - 331155)) , وكا للقاعدتين التاليتين : 
١‏ - قاعدة المعادلة المحورية: 
المعادلة المحورية الحديدة = المعادلة المحورية القديمة + العنصر المحوري 
؟ - قاعدة المعادلات الأخرى بالإضافة للمعادلة 7: 
المعادلة الحديلة = 


اسا ا 


د او د العب 


الداخل 

يجعل النوع الأول من الحسابات العنصر المحوري يساوي واحدا في المعادلة 
الداخل مساوية لعفي وهذا بالضرورة مكافئ للحل من أجل الحل الأساسي 
الجديد بالتعويض خارج المتغير الداخل في كل المعادلة المحورية . 
نتطبيق القاعدة الأولى على الحدول المبدئى. نقسم المعادلة - , 5 على العنصر 

يؤدى إلى التغييرات التالية فى جدول البدء نلاحظ أن عمود 


| 


الجدول رقم (١,؟).‏ 





ال ةا ۹ 


بعد تعيين المتغير الداخل والمتغير الخارج› نحسب عناصر التكرار التالى 
باستخدام طريقة جاوس جوردان (10108 - 331155)) , وكا للقاعدتين التاليتين : 
١‏ - قاعدة المعادلة المحورية: 
المعادلة المحورية الحديدة = المعادلة المحورية القديمة + العنصر المحوري 
؟ - قاعدة المعادلات الأخرى بالإضافة للمعادلة 7: 
المعادلة الحديلة = 


اسا ا 


د او د العب 


الداخل 

يجعل النوع الأول من الحسابات العنصر المحوري يساوي واحدا في المعادلة 
الداخل مساوية لعفي وهذا بالضرورة مكافئ للحل من أجل الحل الأساسي 
الجديد بالتعويض خارج المتغير الداخل في كل المعادلة المحورية . 
نتطبيق القاعدة الأولى على الحدول المبدئى. نقسم المعادلة - , 5 على العنصر 

يؤدى إلى التغييرات التالية فى جدول البدء نلاحظ أن عمود 


| 


الجدول رقم (١,؟).‏ 





0 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


أدى الحل إلى قيمة جديدة | = X2‏ | والذي يساوي النسبة الصغرى من 


شروط القابلية (02010100»© 46351111197). لتكملة الحدول نتفذ الحسابات وفقأ 


للقاعدة الثانية : 
-١‏ المعادلة -7 
(0 0 0 5- 4- 1):المعادلة القدهة 
م م 2 و ل 0 | : المعادلة الحورية الجديدة 
| 50 5 قل ا 
ا سے س لدم 5 | دلت ر رس 8 
ْ ذ< 0 2 0 ا ELE‏ 


؟- المعادلة رك 
(3 1 0 1 2 0): العادلة .+ القزعة 


10 1 1 ا 
ET ang / 2‏ ييه = سے 8 أ ؟. أ عضن سلوا ۳ 
)×( ج 0 ج 1 2- 0): العادلة الحورية الجديد 
= 3 1 8 ظ 11 15 1 3 75 


ويكون الجدول الحديد الكامل هو الجدول رقم (,۴). 





0 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


أدى الحل إلى قيمة جديدة | = X2‏ | والذي يساوي النسبة الصغرى من 


شروط القابلية (02010100»© 46351111197). لتكملة الحدول نتفذ الحسابات وفقأ 


للقاعدة الثانية : 
-١‏ المعادلة -7 
(0 0 0 5- 4- 1):المعادلة القدهة 
م م 2 و ل 0 | : المعادلة الحورية الجديدة 
| 50 5 قل ا 
ا سے س لدم 5 | دلت ر رس 8 
ْ ذ< 0 2 0 ا ELE‏ 


؟- المعادلة رك 
(3 1 0 1 2 0): العادلة .+ القزعة 


10 1 1 ا 
ET ang / 2‏ ييه = سے 8 أ ؟. أ عضن سلوا ۳ 
)×( ج 0 ج 1 2- 0): العادلة الحورية الجديد 
= 3 1 8 ظ 11 15 1 3 75 


ويكون الجدول الحديد الكامل هو الجدول رقم (,۴). 





البرضعة الخطة ١ه‏ 


چ | iı‏ 10 : اسه - TD‏ + 
نلاحظ في ا لحل الجديدان 2 = ر× =Û,‏ ري (وهو النقطة 8 في 





الجدول (5 , ۲) له نفس خواص الجدول السابق. ومن شروط القابلية نجد أن ,× هر 
سوف تؤدي عمليات جاوس جوردان التالية إلى الجدول الجديد : 


ع / ' َ ا م ل VD‏ 
)00( المعادلة م 5 المحورية الحديدلة = معادلة م5 القدية 3 E8‏ : 


ظ ظ 3- : 1 
رب المعادلة -7 الجديدة = معادلة 7 القديمة - × لحي ) »المعادلة المحورية 


|] 


الحديلة . 


تا الال اة مادا > القد یا ا # الماع اة 


الحديدة. 
بإجراء الحسابات نحصل على الحدول رقم (۷, 5" 





0۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





ڪل رفم (8, ؟). 


من ا لحل نجد أن 1= ر× و 1= ,× وهي النقطة ۴ في الشكل )۲,١(‏ ونجد 
قيمة دالة الهدف من الجدول رقم (۲,۷) الذي يعتبر الجدول الأخير الأمثل لأن 
معاملات جميع المتغيرات الأساسية موجبة . 

تم توضيح طريقة السمبلكس بمسألة تكبير» أمافي حالة مسائل التصغير. 
فيكون المطلوب فقط تغيير شروط الأمثلية بحيث يكون للمتغير الداخل المعامل الأكبر 
إيجابية في المعادلة -2 وتكون شروط القابلية غير مختلفة بالنسبة لكل من التصغير 
والتكبير ويمكن تلخيص ذلك في شرطين مهمين كما يلي : 


البرمجة الخطية o‏ 


شروط الأمثلية: شرط الأمثلية (هه)نلمم رإاناة"نام0) هو أن يكون 
المنغير الداخل فى التكبير (تصغير) متغيراغير أساسي له المعامل الأكثر سالبية 
لليجابية فى الماد 2 . ويكون الكل أدفل عندما تأكرث ساملات المتغيرات قير 
الأساسية فى المعادلة -2 غير سالبة (غير موجبة) . 


شرط القابلية : ينص شرط القابلية (0201101© '(1©251111) » في مسائل 


نير الخارج هو متغيرا أساسيا له أصغر نسبة (بمقام 





موجب). 


کال 52 1) 





عت القيوة : 


Xx, + 2x, S6 


Ky Ko 0ت‎ 


الحل 


توضع المسألة في الصيغة القياسية كالتالي : 


0 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


كبر الدالة: 
م05 + Z= x, + 2x», + Os, + Os, + Os;‏ 


تحت القيود : 


xX) + AX, FS, = 6 
2, + 13 +S» 8 
-6( ل‎ K2 عه‎ 8 = [ 

X2 +S4 =2 


20 54 و +5 و 52 و 51 و X2‏ 9 خخ 


نعبرعن دالة الهدف و كل قيود الصيغة القياسية كما يلى : 


1 + 2K, و5 د‎ - 6 
2X + X2 +S» 8 
hy FT د28‎ 4+5 = [ 

3 +4 =2 


نحدد ا لحل الأساسي المبدئي من معادلات القيود بوضع اثنين (4 - 6 = 2) من 
المتغيرات بقيم صفرية شريطة أن يكون الحل الناتج وحيدا ومقبولا. واضح أنه بوضع 
0= ×= ,× نحصل على 6= ,8 و 8ه ری و 1= وك و 2= 5ء ولهيذاعِكن 
استخدام هذه النقطة كنقطة حل مبدئي أساسي ممكن» وتكون القيمة المناظرة لدالة 


البرمجة الخطية 00 


الهدف2 هي الصفر . ويؤدي الطرف الاين لدالة الهدف ومعادلات القيود مباشرة 
إلى الحل الميدئي . 

يكن تلخيص المعلومات السابقة فى صيغة جدولية كمافي الجدول 
7ر 


الحدول رفم ر 





الا ظ أن احق ي الضفريين × و و2 كليهما ل همتغيرات سالية تعنى 
أن لها معاملات موجبة فى دالة الهدف الأصلية. وحيث إننانرغب في تكبير 
قيمةالدالة. فإنه يك نحسين قيمة2 بزيادة قيم 36 أو و“ا عن القيمة 
الصفرية . 

لذا يختار المتغير ذو المعامل الأكثر سالبية» ولذلك نختار المتغير × » كمتغير 
داخل ولتحديد المتغير الخارج . سن أولآالعسرد تت افير الداخل ,× ت تلقن كل 
العناصر السالبة والصفر فى معادلات الشروط» ثم نأخذ نسبة عناصر الطرف الاين 
لمعادلات الشروط» ويستثنى منها المعادلات ذات العناصر الملغية في العمود الداخل 
وكذلك المعادلة الهدفية . وهذا موضح بالجدول رقم .)١,۹(‏ 


العمود الداخل 


المعادلة 





وللحصول على المعادلة المحورية الحديدة» نقسم جميع عناصر المحورية القديمة على 
العنصر المحوري كما هو موضح بالجدول رقم .)١,٠١(‏ نلاحظ أن قيمة ,× تغيرت 
من 0 = ,* إلى 4 = × في عمود ال حل . 





البرمجة الخطية /01 


ولتكملة الجدول نجرى الحسابات التالية : 
-١‏ المعادلة -7 


زه 0 0 0 0 2- 3- 1):المعادلة القديمة 
xX C3)-‏ 12 0 0 0 ج 3 0 : العادقة الجر ية ابي 
- | فو 8ه هم کے م لك جه ) (آ : المعادلة الجديدة 
2 2 
۲- المعادلة -, 5 
(6 0 0 0 1 2 1 0):المعادلةالقديهة 


- 010 » | 4 م م ل 0 ل 1- 0 : المعادلة المحورية الجديدة 


غم | 


i foo) 


نے 


0 0 : اول اد 


۳- المعادلة -.5 


) 1 0 1 0 0 1 1- 0 ): المعادلة المديمة 

211 4 0 0 0 ج 1- 0 : المعادلة المحورية الحديدة 
١ 1 0 5 | <‏ 0 3 0 0 ) : المعادلة الحديلة 

=| 5 [ | 2 2 چ ك2 حال رای ۵ 


-٤‏ المعادلة -,؟ 

المعادلة الجديدة هى نفس المعادلة -يء القديمة لأن معاملها في العمود الداخل 
يساوي صفرا. 

الجدول الكامل موضح بالجدول رقم .),١٠١(‏ يعطي الحل الجديد 
4 = »× 0 = و كما أن قيمة 7 ازدادت من صفر إلى 12 وهذه الزيادة حدثت بسبب 


زيادة في المتغير ,× من صفر إلى 4 


0۸ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 





حيث إن كل زيادة في , × تزيد 2 بمقدار 3 وعلى ذلك تكون الزيادة الكلية فى 7 هى 3 
2 =4 × » من الجدول رقم (7,11) يتضح أن المدغير الداخل هو و» . والتغير 
الخارج هو ,5 . وتكون المعادلة - , 5 هي المعادلة المحورية . 

وللحصول على الحل الجديد نجري الحسابات التالية لتكوين الجدول 
AEE‏ 


. + المعادلة المحورية الحديدة (, ؟) - المعادلة - و‎ -١ 

5- المعادلة 2 الجديدة - المعادلة -2 القدية - | -) ×المعادلة الحورية 
الحديدة 

لها اق الماوله م ا ج 5 9 الفاوكة الممحبورية 
الحديدة 

8 اللفاؤالة و ل يدال و اف ا ا 


الحديدة 


ال فة اة 5 


02 - المعادلة ر الحديلة _- المعادلة - 5 القدعة ِ (1) 4 المعادلة المحورية الحديدة : 





4 10 e iy 1 


2 
1 س 
3 
يعد هذاالحل حلا أمثل لعدم وجود أي متغير أساسي له معامل سالب في 
المعادلة -⁄ . 


(£ ,"7 ؟ قاری 
-١‏ استلمت شركة كيميائية طلباً للحصول على ١1٠٠‏ كيلوجرام من خليط مكون 
K7‏ 


تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 





يتضمن الطلب الشروط الآثية : 
-١‏ يجب أنيحتوي الخليط على ٠٠١‏ كيلوجرام في الأقل من المركب 
الغازى.. 
؟5- يجب ألا يحتوي الخليط على أكثر من 5٠٠‏ كيلوجرام من المركب الأول . 
۳- يجب أن يحتوي الخليط ١6١‏ كيلوجراما في الأقل من المركب الثالثء 
والمطلوب إيجاد ما يلى : 
(أ) صياغة المسألة على شكل برمجة خطية 
(ب) كتابة المسألة الثنائية المقابلة للصياغة فى (أ) . 
(ج) الحل الأمثل للمسألة والمسألة الثنائية ١‏ 
اكتب المسألة الثنائية للمسائل التالية» ثم أوجد حلها باستخدام الطريقة البيانية 
(إن أمكن ذلك) وكذلك بطريقة السمبلكس . 
(© تكبير الدالة: 
ولاك + 0 غ57- ع #2 


حت القيود : 


ی 
ب 
3 
بن 
سر 
آل 
I۸‏ 
١ل‏ 


من 
ر 

IY 

ب 


البرمجة الخطية 1 
(ب) تصعغير الدالة : 
Z = OX, + 3X»‏ 


24 ويرك + SK,‏ 
0 - د“ 9 رخ 


(ج) تصغير الدالة: 


ردت الق د : 


t5 S0 
: أوجد حل المسألة الثنائية (المرافقة) للمسألة الآتية‎ - 


الدالة : 





3×, + ر×4‎ + ع١‎ > 6 
10| - 8x» + 4x, >> 4 
Xj FIK; + خ ونا‎ 6 
XK + K> م2 و‎ = 0 


#- .باسسخداء الطريقة اليائية وطريقة السمبلكسء أوجد جل السائل الغالية: 


1 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


( أ) تكبير دالة الهدف: 


+X)‏ 1 ع ر2 


نحت القيود : 


*. FR SS 
21 ھک و د‎ 


SÛ‏ 5ن ب ب, 


(ب) تكبيردالة الهدف: 
3X, + 4X»‏ =7 
نحت القيود: 


xı + Kg 5 0 


xX FIR, S9 


IV 


* بن‎ K 


(ج) تصغيرالدالة: 


تحت القيود : 


( د) تكبيرالدالة: 


البرمجة الخطية 11 
xX, +K, 1‏ 
Ix + Ko 2 9‏ 
BK, & 2 0‏ 
اعتبر مسألة البرمجة الخطية التالية : 
إيجاد النهاية الكبرى لدالة الهدف 
24x»‏ + 10 ع ك 
وذلك تت القيود: 
۴k ©0‏ ,3 
48 > راك + Xx,‏ 
4X, + 3X, > 4‏ 
KX, 20 „R> 20‏ 
(أ) باستخدام الطريقة البيانية أوجد الحل الأمثل لهذه المسألة . 
(ب) باستىخدام طر يمه الھک أو جل ا حل الأمثل لهذه المسألة , 
باستخدام طريقة السمبلكس أوجد النهاية الكبرى لدالة الهدف التالية : 
8X, + 7X” + 5K‏ ع ره 
6 > ;× + ر×3 + 4x,‏ 
10x, - 6x» + 4X, > 4‏ 
6 3 يخا + دعاق + AX,‏ 
0 


2 وخ , X2‏ , إلى 


لفن رھد 


البرمجة غير الخطية ذات المتغي 





ه مقدمة « البحث الخطي بدون استخدام المشتقات 
ه البحث الخطي باستخدام المشتقات ©» ارين 


)",١(‏ مقدمة 

تُعنى مسائل البرمجة غير المقيدة بمتغير واحد بإيجاد الحل الأمثل للدالة : 
f(x)‏ ع ,7 (1 ) 

حيث (1)5 دالة (غيرخطية) في المتغير المفرد ×» ويكون البحث عن الأمثلية في هذه 

الحالة مكافئاً لإيجاد قيمة × فى الفترة غير المحدودة | مه , مه -) التى تجعل 2 أكبر 

(أصغر) ما يكن . و إذا كان البحث مقيدا في فترة محدودة أقل» مثل المجال 
[ط , 2] فإنالمسألة تصبح عبارة عن إيجاد الأمثلية للدالة : 

| 7 = HX) اعقلنة‎ 


05 00 تكن 
السرم لتويك 0 >3 


10 


3 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ويعرف البحث عن النقطة المثلى بالبحث الخطي» و يعتبر بمثابة العمود الفقري 
لحل مسائل البرمجة غير الخطيةالمتعددة المتغيرات . وتصنف طرق البحث الخطي الى 
فسمين رئيسين هما : 
() البحث الخطى بدون استخدام المشتقا 
(ب) البحث الخطي باستخدام المشتقات 

وسندرس طرقا للبحث الخطي لهذين القسمين فى البندين التاليين . 





(۲ البحث الخطي بدون استخدام المشتقات 

يكون تحديد الأمثلية - من الناحية العملية - باستخدام التفاضل والتكامل غير 
مثمر أحياناً وذلك لأن الدالة الهدفية قد تكون غير معروفة فى صورة رياضية ؛ وبذلك 
يكون التفاضل مستحيلا» أو أن يكون الخضول على التقطة الساكنة جب يا ضعياً أو 
مستحيلا. في مثل هذه الحالات» نستخدم الطرق العددية لتقريب مكان الأمثلية 
المحلية فى حدود درجة دقة مقبولة . 

تبدأ أساليب البحث الخطي التتابعي بفترة محدودة» ويفترض أن تكون فيها 
الدالة الهدفية أحادية المنوال» يتم تقليص هذه الفترة بانتظام حول القيمة المثلى 
المحلية» حتى تنحصرالقيمة المثلى داخل حدود مقبولة . يتأثر هذا التقليص بالتقييم 
المتتابع للدالة الهدفية عند نقط مختارة. يتم في ذلك استخدام خاصية المنوال 
الأحادى لحذف أجزاء من الفترة الحالية . سوف نناقش فيما يلى بعض الطرق ومنها 
بحث فيب و ناتشى (1*10022©6©1) وبحث الفترة الذهبية . 


تعريف : الدالة أحادية المنوال 
تكون الدالة (×)۴ أحادية المنوال (21120081ن) عند النقطة ‏ < إذا تحقق 
الشرطان التاليان لای ر ×> , لابحيث (*غ08)ك ( ,)1 و ( )۴ (ر)؟ . 





البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد 1۷ 
© “عع × ودی الى أن 3 ع1 > ( )1 
© * چک 8 ۇدى الى أن ( 1 > ل غاا 


حيث " × هى النقطة المثلى(نهاية صغرى) و د ×> , × وتقعان في نطاق تعريف 
الدالة (»)؟. ۰ ۰ 

بعض الأمثلة للدالة أحادية المنوال موضحة في الشكل .)١,١(‏ قد تكون 
الدالة أحادية المنوال غير تفاضلية وحتى غير متصلة . 





ر 
3 





١ ل- ا ظ ل‎ | 
' | 1 ' 
' 1 ل‎ ١ ١ 1 X 
1 1 X ١ 5 عدا‎ e 
b i 5 


A (8) (C) 
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ومغلقة بحيث يعطي تتابع فيبوناتشى (ع10676وء5 (Fibonacci‏ للبحث الخطي 


بالمعادلة : 
| ...1-123 بون لاح Fy SF‏ ' 
] سد اس F‏ 000 
أي أن : 


a ) 8 [ى‎ = )1 ,1, 2 ,3, 5 , 8 , 13, 21, 34, 55, 89, ...[ 

ويعتبر أحد أكفأ أساليب البحث التتابعي. ويتم الحصول على كل عدد في 
التتايع ١‏ بإضافة العددين السابقين باستثناء العددين الأولين ,۴ , م2 اللذين 
يساوي كل واحد منهما واحدا. 

و للبحث نفترضص أن تكون فترة الشك (yا٣1ھ٤ce۲صںu)‏ أو عدم 
التيقن هي أ [ax + 5 b‏ 00 فى × المعر قن بالمعاةتين التالعة: 


k=l, 2 3. . . .. 1-1‏ 95 و طا ) گے + وس 7©( 


n - kK + ١ 


(۳,0 ه-,0) گے + وحنبو‎ J, k=1, 2, 3.-1 
n - kK + [1 


حيث ١‏ هو العدد المحدد الكلى مسبقاً لعدد المرات لحساب الدالة . 

فترة عدم التأكد | , ر ا ...يم ة] تعطى بالفترة [, ا , » ×] إذاكانت 
٤)۷ (‏ < (, )1 كما تعطى بالفترة | لا , ۽ 3]» إذا كانت (» /)1 > (۽ *)1. 

في الحالة الأول وباعتبار المعادلة )١,١(‏ وإستخدام المعادلة ٥(‏ , ”7) مع 


أخحذ عا - م r=‏ فإن : 





ê i 
n - kK - | e 


Beg Rg, عا‎ BERL =O“ F 
n - عا‎ + [ 


(۳ ,۷( + 2a 


]1- kK + | 





, ك1 
ل (Dz ê‏ > 


(TA) Dk+1-ak,ı=Y xa «=‏ 
[ + عا - F n‏ 
. 1 ع 8 ارخ ظ 8 
ومن ذلك نلاحظ أنه في أي من الخالتين تنقص فثرة الماك بمعامل Roa.‏ 


اختيار عدد التكرارات 
من المعادلتين (0 ,") ولا و ") تلاحظ اعتماد ع لا .ع × على عذدد 
التكرارات 2. ومن المعادلتين (۷, ۳) و )١,۸(‏ نلاحظ أن طول فترة الشك ينقص 
N as 1‏ 
عند التكرار × عامل کے 1 وبالتالي فإنه عند نهاية التكرار1 - ۸ حيث 11 هو 


n - kK + 1 

عدد الملاحظات التي تم إجراؤها وطول فترة الشك ع إنقاصهامن , 2- , 8 إلى 
: 5 ع لير ا ) 9 (b‏ 
و 9 فن ٩‏ ب ق Fa‏ 


1 


الدقة المطلوية . 


درحه 


سوف نناقش هنا ملخصا لطريقة بحث فيبوناتشي لتصغير دالة أحادية المنوال 
على الفترة | , 5 , , 3| 


(( خطوة البدء 
نختار الطول المسموح به لفترة عدم التأكد النهائية 0 < 6 تقع خلالها النقطة 


ا لمخلىء وكذلك مقدار صغير 0 < ع. رضن أن 1 e‏ | 3] في فترة عدم التأكد 


لم 8د L5‏ 
الابتدائية وباختيار عدد التكرارات ١‏ تختار بحيث إن .F > a‏ 


1 


42 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ê 
×» =4 +) ط‎ , - 4 ,( 





4 
Ty F E 81-2 يج‎ 


1 





احسب. (»#خ)1 و (2 1)9 ضع 1 = ) ثم نفذ الخطوة الرئيسية . 


ب) الخطوة الرئيسة 
١-إذاكانت‏ (, 4097 <( )1 فانتمّل إلى الخطوۃ ۲ء وإذا كانت (, ل)؟ > (, )) 
فانتقل إلى الخطوة 7. 

: رب 5. كذلك ضع‎ = 6, OU TR اعتير‎ -١ 

جرع 5 


Teg A X wı > الو‎ 
5 ( D بع‎ TSS E YF 


Veep AT 
E 


إذا كانت 2 - 2 = ) إذهب إلى خطوة © وإذا كانت 2 - م > ) اخم ل ن ۴ ثم 
إذهب إلى خطوة ٤‏ . 


ت ضع ۽ 2 > ربعم ۵ و ع لا > رب » وكذلك ضع 
F‏ 


n-k-2 وام‎ 0 
F (Dis Ti IY ki "AE 
n-k 


إذاكانت 2 - ١‏ = ) فانتقل الى الخطوة رقم ه أماإذا كانت ۸-2 > ا 
احسب ( ,× ×) ۴ وانتقل إلى خطوة ‏ . 
- ضع | +ع! = K‏ وانتقل الى الخطوة رقم ١‏ . 


۵ ضع بم × و كاى ٤‏ ۴ ر × کے ا إذا كانت (ى ٤)‏ < (ے *0)) 


Xf" @& kIT 


ضع م × =م a‏ و رم ٥‏ =ے 6. أماإذا كانت (ے 109 > (, )6 


البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد ۷١‏ 


فضع 3-21 و م ×= ,0 ثم توقف. عندئذ نجد الحل الأمثل في الفترة 


88. 


مثال ( )",.١‏ 
أوجد أصغر قيمة للدالة : 
f(x) > x “+ 2 x‏ 
فت العرعا : 
A‏ 2 


الحل 

من الواضح أن الدالة (»)۴ أحادية المنوال والنقطة المثلى هى 1 - = × سوف 
ننقص فترة البداية الى فترة طولها على الأكثر 0.2 لذلك فإن 0 - حب <, ۴ ومن 
هذه العلاقة نحد أن 2-9 ونختار 0.01 = ع . 

تقع الملاحظتان الأولتان عند النة 





5 
xı د‎ -3 + 6 ) 8( = 0.05455 
7 





ظ ظ م "1 ظ 
4 =( 8 ) ب + 3- - | ١‏ 
9 ' 


اظ أن لد 1 عن 109 للا ناف > السليدة تكو 
[1.945454 , 3.0000-] . تكرر هذه العملية عدة مرات والحسابات معطاه بالجدول 
رقم .),١(‏ لاحظ أنه عند 8 = ءا فإن : 
9م =( لا عدي X‏ 
-m-ı= 9‏ = ع + بر 4 = پر × وحيث إن (؛ن *)1 > ( «)1 تكون الفترة 
النهائية | ر طا , , 2] هي [0.953636- , 1.109091-]» وطولها 0.155455 = ۾ 


V۲‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 













EER 










` | -0.988099 













5 998677 


966942 وع 0.998677- 


-0.963636- 9 





- 2 





a -0.818182 | 0 9554| -0.963636|-0.998677 | -0.998677 _ 


-0.963636 | -0.963636| -0.953636 | -0.9 9 /_ 0997850" ٠ 


يشان لقب اتدالة للحسوية بعلامة * 





مثال (؟,”") 
أوجد القيمة الكبرى للذالة : 
*-2x 7‏ ع = f(x)‏ 
في الفترة[1 , 0 ] مع طول فترة نهائية 0.05 > / 


الحل 
الدالة (×)۴ أحادية المنوال في الفترة [1 . 0 ] ولإيجاد عدد التكرارات " 


1 ظ ف سے ا 8 ظ 500 
بح >, ۴ فتكون7 = 1 ونفترض 0.001 = ع. تقع الملاحظتي' 
الأولين عند النقط 








البرمجة غير الخطية VT Sie‏ 


619048 3-0 - ( 1 2 ح ني لا 


تلاحظ أن( عرز ا 5 الجديدة تكو ن [0,0.619048] 
تكرر هذه العملية عدة مرات والحسابات معطاة بالجدول ( ؟,7) وتكون الفترة 
النهائية هى [0.3904763 , 0.361905] [ وطولها 0.018561 =4 أي أن بآ > £ . 


3 


ومن الجدول رقم (۲ ,۳) نجد أن 0.361905 =” × وأن 1.174099 = (“ غ10 . 


الجحدول رقم (۲ Ns‏ 


| | 1.000000 | 0.380952 0.619048 | 1.173428 | 7 

1.173428 1.155451 | 0.380952 | 0.238095 | 0.619048 0.000000 
156415 0.476162 | 0.380952 5 | 3 1 
2 | 0.333333 .0.476191 ي 


03 


0“ 0.333333 | 0.390476 | 0.361905 | 0.380952 | 9 
__ 7 | 0.361905| 0.390476 [ 0.361905 | 2 1.174099 



































1.173390 


| 0.476191 | 0.380952 | 0.390476 | 1.173428 1172741 




















بحث الفترة الذهبية 
يعمد بحق القع ة الذهبية على | 





4 - 4 ےک ا سم 


لق د دسي 
حيث إن او ,"۴ حدان متتاليان نحصل عليهما من متتابعة فيبونتشي المعطاة 
بالعلاقة (757). في هذا البحث تنقص فترة الشك في كل خطوة بمقدار معامل 
نأنت 1. 
لاحظ أنه يكن وبصفة عامة» استخدام هذا البحث للدوال ذات المتغيرات 
المتصلة . يمكن إثبات أن ۲ تحقق العلاقة : 
0= 1ح بكم 


v٤‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

نفترض أن الدالة (×)۴ أحادية المنوال للمتغير المستمر × ومعرفة على الفترة 
المغلقة [ى سآ , 0 ]. 
تكون نقط الحساب ل لبحث الفترة الذهبية ر × , , × كما يلى: 


7 
Ky =F Log; 


بآ 1 <-ر » ۳,۹( 


11 


لريجاد المنوال على الفترة ننفذ الخطوات التالية 
١-احسب‏ ( *)1 , (2*) 1 حيث ر × ,و  ,‏ معطاة بالمعادلة (9 , 7) . 
؟- إذا كانت (ر غ10 <(, ٤)×‏ » احذف الفترة [ى مآ, و ×] والفترة المنبقية طولها 
۾ مآ ٣‏ وتكون إحدى نقط الحساب ۾ 1 ۶ ۲= (, ٣)٣‏ د × والنقطة الأخرى 
Lb,‏ تسل 212 Kass RF‏ 
اما إقاكاقت (, )1 حرو )1 : احلف القعرة [ ,عا ۽ چا ویگر تة ظ ل 
الفترة الباقية هو . ع غ.وتكون هى إحدى نقط الحساب وذلك لأن: 
=(I-T FEU‏ عد وما 
eT CEL‏ ياوس Ruf SFL‏ 
ونقطة الحساب الأخرى هى : 
REE Eh.‏ عه 
۳ كررالخطوتين ١و‏ ؟ للف ترات ال ع ابع ةالباقيةذات الأطوال 
ae FC Ea leg me‏ تحص[ "ed NSN le‏ 


شال (۳, ۳ 
أو جد القيمة الصغرى للدالة : 


البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد 98 
f() =x 2+2 7‏ 


بحيث لا يزيد الخطأ فى ” × عن 0.02 . 


الحل 
حساب قيمة الدالة عند 2 ,1 ,0 - × هو. 
ع2 +4 -(12., f(1)=1+2e1‏ , 2-(0) 
لذلك تأخذ [2 ,0 ] فعرة بحث مبدئية » وسوف يتناقص هذا في النهاية إلى فشرة 
طولها 0.02 والذى يتطلب عدد 1 خطوة . 


RET. 0 ات‎ 
1ه‎ 5| 2| N KI KON 


|0.763932|1.236068 



















1.236068 |0.472136|0.76392 











_0.763932 |0.291796|0.472136 |1.578987|1.470250 


1.457011 
تا 


1.455938|1.456002 





0.7632 











0.472136 | 0.26 








0.291796 | 0.472136| 0.763932 |0.583592|0.652476 | 


0.180340 | 0.472136 0.656 lO. ك2‎ 02 
0.111456 | 0. 541020 0.652476 |0.583592|0.6099903 


0| 0.609903 [0.567331 [0.583592 | 1.455938] 


0.541020| 0.58352 0.557281 [0.567331 _ 


0.557281 | 0.583592 | 0.567331 0.573542 












_0.068884 | 


0.042572 1.456091 





=| 5 | » -] تا ا | ھا سا 
o‏ ظ 





0.026311 


حيث 1 هى أصغر عدد صحيح يحقق 0.02 > " (2)0.618034ء وقيمة 1 في هذه 
الحالة هى 11-10 . يحتوي الجدول رقم(١,١)‏ على ۾ طول فقرةالشلك 


۷٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
)uncertaınty(‏ في البداية ونهايتيها ا , ۾ حيث (32 - ا = وا) ونقطتى الحساب عند 
كل فترة ونلاحظ كذلك أن : 
2+6 ,ير« + بي 

يوضح الجدول (۳,) أن " × تقع في الفترة [0.573542 , 0.557281] 
بعد الخطوة 2-1. ومن الجدول رقم (۳,) جد أن أفضل قيمة للدالة («)1 عند 
النقطة " × > «بمراعاة الدقة المطلوبة هى 1.455938 = (۴)0.567371 = (, »)6 
والقيمة المثلى الصحيحة إلى ست خانات م ف 

x * = 0.567143 , f(x *( = 8 


أوجد القيمة الكبرى للدالة (×- 57) × = (»)۴ في الفترة [0,20] داخل 


[ ع 


الحل 

حيث إن [ 20 , 0 ] فترة بحث مبدئية » وهذا ينقص فى النهاية إلى فترة طولها 
يساوي واحداء فإن هذا يتطلب ۸ خطوة حيث ۸ کو أصغر عند خیم وحفق 
1 ك "(0.618034) 20 وقيمة ١‏ في هذه الحالة هى 6 = ] فى البداية وتكون نهايتا 
المترة 8,5 ( 8 - 0 > رسآ ) ونقطتى الحساب عند كل فترة هما ر×, ,* ونلاحظ 
كللك أن +رة- يي 2 

يتضح من الجدول رقم (7,5) أن ”× تقع في الفترة[8.327 ,7.213] 
والنقطة الداخلية 7.639 = × تكون داخل 1 = ع لكل النقط الأخرى في الفترة 
لذلك نأخذها كموقع للحد الأقصى بمعنى أن 7.639 = »× = ”×. 


البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد ۷V‏ 


Sm 12360 |471 
ل سك‎ cr oe 7.639 | 832 61ل‎ 


























وتكون قيمة الدالة عند هذه النقطة هي 61.687 = (×)۴= 2 
(۳,۳) البحث الخطي باستخدام المشتقات 

ناقشنا في البند (۲ , ۳) السابق طريقتين من طرق البحث الخطي التي تعتمد 
على حساب الدوال ونناقش في هذا البند طريقتين من الطرق التي تعتمد على حساب 
المشتقات» وبفرض أن تكون الدوال تفاضلية 


طريقة تنصيف الفترة 
افر كا ترخي ل تصغير اتقاش ل على قرا تاا رسن عل 

التكرار × تكون فترة عدم التأكد [ , 4] وبفرض أن المشتقة (×)' 4 معروفة. 

فسيكو ن لدينا الخالات الثلاث الممكنة الا تية 

. إذاكانت 0= (»×) ۴ فهذا يعنى أن »× هي نقطة التصغير‎ -١ 

؟- إذاكانت 0<(,*) * فإنهلقهيم ٠>‏ <* نحصل على 
0<( ×- ×) »)۴ وهذا يؤدي إلى أن (») ۴ < (×) ۴. » أي أن نقطة 
التصغير تقع على شمال × وبالتالي فتكون فترة عدم التأكد الجحديدة 
| ب ببعة | هي | ×+ a‏ |. 

Ex (xew, OLR SK إذاكانت 0 >(*) ] فإنهلقيم‎ -۳ 


۷۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


وبالتالي فإن (»») ۴ < (×) ۴ . أي أن نقطة التصغير تقع على يمين »× 

وعلى ذلك تكون فترة عدم التأكد الجديدة [ رب ٠‏ رة ] هي [ يط , 2]. 

يجب أن تخار النقطة × في الفترة |[ »0 , 4 ] بحيث يصغر أكبر طول لفترة 
عدم التأكد الجديدة, أي أن چپ أن تقر أقبراقيمة لكل غه Xx - ak‏ و 
× - »0 . لاحظ أن أفضل موضع للنقطة »× هو متتشصف الفترة» أي أن 
D/2‏ خية) > .Xx‏ 


نلخص ما سبق فى أنه عند أي تكرار ع! . : ظ نحسىس أعتد نقطة 7 منتصف فترة عدم 
التأكدء وعلى أساس قيمة + يكن معرفة ما إذا كنا نتوقف عندها أو نعين فترة جديدة 
لبحث طولها يساوي نصف طول الفترة السابقة . 


اختيار عدد التكرارات 1 
يلاحظ أن طول فترةعدمالتأكدبعد]] من التكرارات تساوى 
[27- 0 3 ولذلك فإن التكرار يؤدي إلى تقارب النقطة المختارة من النقطة 


الصغرى. وبالتالى يتوقف اختبار قيمه على درجة الدقة المرغوب فيها. وبصفة خاصة 
إذا كان طول فترة التأكد النهائية محدده بالقيمة #. فإن 2 يجب أن تختار كأصغر عدد 





سی رب بتو د رشح >"( 


ملخص طريقة تنصيف الفترة 
فيما يلي نقدم ملخصاً لطريقة تنصيف الفترة لتصغير دالة تفاضلية أ على فترة 
محددة ومغلقة . 


البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد ۷۹ 


(أ) خطوة البدء 

نفترض أن 1 6 , a,‏ ] هى فترة عدم التأكد المبدئية وأن 4 هو طول الفترة 
النهائية المسموح بها. نفترض كذلك أن 2 أصغر عدد صحيح موجب بحيث أن 
OE E‏ "|| نضع 1-» ثم ننتقل إلى الخطوة الرئيسة . 


(bı a ) 


(ب) الخطوة الرئيسة 


525 اا X=‏ ثم إحسب (۽×) #فإذاكانت 0= f(x»)‏ 


عتدقذ تر قف وتكون × هي ا لحل الأمثل أما إذا كانت 0 > )«*( f‏ فاتتقل إلى 
الخطوة ۲ وإذا كانت 0 > (») 4 فانتقل إلى الخطوة 7 . 

1- ضع برة > ر۵ و »×= ربيرط ثم انتقل إلى الخطوة ٤‏ . 

۳ ضع × = ېې و عر = رې0 ثم انتقل إلى الخطوة ٤‏ . 

5 - إذا كانت ١‏ = » توقف والنقطة المثلى تقع في الفترة | بو , رة ]| أماإذا 
كانت 72 ! عندئذ ضع 1 +  »‏ ) وكرر الخطوة .)١(‏ 


مثال ( 0و ؟١)‏ 
أويحد قبمة للم * تأخذ عندها الدالة (×)۴ قيمتها الصغرى حيث إن : 
f (x) = x* + 2x‏ 
مت الفا 


-3 > × > 6 


:م تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
الحل 


خرش اشا یر شب کے : دصعير المترة المبدئية إلى فترة طولها 4 بحيث أن 





1 |7 4 ے02“‎ 
)هر‎ bı - dı E3 


يلخص الجدول رقم ( ٥‏ , 7) الحسابات باستخدام طريقة تنصيف الفترة. 
يلاحظ أن فترة عدم التأكد النهائية هي [0.8907- > 1.0313-] » وتكون النقطة المثلى 
فى منتصف الفترة» أي 0.961 - = × . 
الحدول ر0۵( 





5.00 ا 0000 .6 0 عد حت 
5000 0 07500“ - | 1.5000 | 0000. 


- 1.0313 |  -0 
` TCM -0.8907 


مثال ( ٦‏ ,۳) 
اوح اة × التي تكون عندها الدالة («)) أصغر ما يمكن بحيث إن 
f (x) = x^ - 4x + 2‏ 
تحت الشرط : 
00 >« > 0 

الحل 

نفترض أننا نرغب في تصغير الفترة المبدئية إلى فترة طولها #ه بحيث إن 
1 > . وبالتالى فإن : 


البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد ۸۱ 


| 

5 
ET 
E 2. 


EE HE 
T59 
99215 | 





عدد التكرارات 11 الذى يحمق 0.001 < 5 





7ه اتا ويلاحظ أن فترة عدم التأكدالنهائيةهي 


[1.99215,2.00191] وتأخذ النقطة المثلى على أنها منتصف الفترة. أي أن 
1.903 = 0 


طريقة نيوتن 
تستخدم طريقة نيوتن لتصغير دالة مستمرة وتفاضلية من الرتبة الثانية وتعتمد 
هذه الطريقة على فك الدالة عند ×. 
لاحظ أن التقريب التربيعي ) حول النقطة »× هو: 
“ل - ») (x)‏ كج *) «*-*( <( f (x) +f‏ - 0و 
فإذا أ زا النقطة )× هي النقطة التى تكون عندها مشتقة ٩)×(‏ تساوى 
الصفر ‏ وهذا يؤدى إلى أن : 


AY‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


F(x) * f (*) (keı *x) -0 
: ومنها نحصل على المعادلة التكرارية التالية‎ 
f (x<) 


(۳,۱1۰) اا ن‎ f 
ا‎ | 


(x)‏ سيك 0 < ع عدد ضصغير محدد مسيقا. 








مثال (۳,۷) 
لتكن الدالة ٤‏ معر فة بالصيغة : 
0< عركز 4x3 - 3x*‏ ظ 
f(x) =‏ 
0 غ321 Ax” + 3x"‏ 
نلاحظ أن أ تفاضلية من الرتبة الثانية لكل قيم ×. سوف نطبق طريقة نيوتن 
مبتدئين من نقطتين مختلفتين لإيضاح أن تقارب الحل يعتمد إلى حد كبير على مدى 
نمجاحنا في اختبار نقطة بداية قريبة من الحل الأمثل . 
في الحالة الأولى 0.40 = ,×» وكما هو موضح بالجدول رقم (7, *) 
فإن الطريقة تعطى الحل 0.002807  -‏ *. ويمكن للطالب إثبات أن الطريقة سوف 
تتقارب إلى النهاية الصغرى 0.0 = ×بعد ستة تكرارات . فى الحالة الثانية 0.6 = ,× 
نلاحظ أن الطريقة تعطي حلاً يتذبذب بين النقطتين 0.60 و 0.60 -كماهو موضح 
بالجحدول رقم (۳,۸). 
لتخطي هذه المشكلة نحسب معامل .© . وهذا المعامل يختار بحيث يصغر 


الدالة 1 وتأخذ المعادلة ٠١(‏ , 7) الشكل التالى : 





البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد AY‏ 
(© ۴ 

660 

وبالققرب من الحل الأمثل يتضح سبب حساب » بحيث إن 

1* ,» ( ,» تقترب من واحد ) وذلك لأنه عند .© هناك احتمال أن تتزايد 





الدالة ء أيضاً عند 0 ج 0. يوجد احتمال بأن الدالة الموضوعية تتناقص» وللتغلب 
على هذه المشكلة نحسب Or‏ بحيث لا نقترب من الواحد أو الصفر . 
و لن نتطرق هنا لطريقة حساب .© لأنها تعتمد على أساس نظري لا يتناسب 


6 Loosen. 





۸٤‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
-١‏ أوجدباستخدام طريقة فيبوناتشي» الققيمةالكبرى 
للدالة (×) c08‏ × = (>) 1 وفي الفترة | = ,0 | بدرجة دقة لا تزيد على 


. € = 0.0001 

۲- أوجد حل المسألة المعطاة في تمرين ١‏ باستخدام طريقة الفترة الذهبية . 

۳- أوج ده باس ةتخدام طريقةفيبوناتشي» القيمةالصغرى للدالة 
 )<( = × )27 - ×(‏ في الفترة [ 20 , 0 ]» بحيث لا يزيد طول الفترة النهائية 
فل أت ب 

- حددء باستخدام طريقة الفترة الذهبية. الفترة التي تكون فيهاالدالة 
4x‏ + ير ع f (xX)‏ محدبة أو مقعرة . 

-٥‏ أوجدء. باستخدام طريقة الفترة الذهبية» القيمةالكبرى للدالة 
(×) هذ ۶× > (×) ۴ فى الفترة [ ١‏ , 0 ] بحيث لا يزيد طول الفترة النهائية 
على 0.2 ہا 

<٦‏ أوجد باستخدام طريقة نيوتن القيمة الصغرى للدالة (×) ”1ء × = ()؟ 
فى الفترة [ 3 , 0 ] مسجلا ملاحظاتك على التقارب . 

ا أوجد» باستخدام طريقة تنصيف الفترة» القيمة الصغرى» وأعد حل المسألة 
(؟) متخلا فترة نهائية 0.1 = .آ. 

) 4x - 7 ) 

( 3د يو عد يو ) 
عشر مرات فقط متخذاً الفترة المبدثية [ 0.9 , 1.9- ] . 

9 - أوجدالنهاية الصغرى للدالة (1- *) = (×) ۴ في الفترة 3 ك ×> 0 . 

١‏ - أو جد النهاية الصغرى للدالة (×0.5) ومع “0.01 ع = (×) 1فى المترة 
0 > « > 0. 


۸- أوجد القيمة الصغرى للدالة = (×) 1 بتكرار حساب الدالة 





البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 


ه مقدمة © الطريقة التقليدية © الطريقة 


)٤,١(‏ مقدمة 


يتعرض هذا الفصل لطرق مختلفة لحل مشكلات التصغير غير الخطية وغير 
المقيدة (126]1005 )unconstrained‏ متعددة المتغيرات» نورد منها الطريقة التقليدية 
وبعض الطرق التكرارية مثل: طرق الاتجاه المباشر وطرق الاتجاه المتدرج . 
يلاحظ إن حل أي مسألة تصغير غير مقيدة» يتعين علينا إيجاد قيم مناسبة 
متغيرات متجه القرار : 
x = [x ê x‏ 


وذلك من أجل تصغير دالة الهدف (×)؟ . 


يمكن النظر إلى هذه المسألة على أنها حالة خاصة من الحالة العامة غير الخطية 


المقيدة التى تكون فيها مجموعة القيود مجموعة خالية: وأن الخاضية الأساسية 
A0‏ 


۸٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


المميزة لهذه المسألة عن غيرها من المسائل المقيدة» إن متجه ا لحل × ليس في حاجة إلى 
تحقيق أي قيد . 

يندرفي الواقع العملي أن نجد مسألة برمجة مصوغة في صورة غير 
مقيدة: ومع ذلك فإنه لدراسة هذا النوع من المسائل أهمية كبيرة لعدة أسباب 
بذک هلها : 


-١‏ وجود طرق قوية وملائمة لتحويل المسائل المقيدة إلى مسائل غير مقيدة» ومن 
ثم يكن حل المسائل المقيدة بأسلوب أسهل وأكثر مباشرة . 

= دراسه مسائل التصغير غير المقيدة توضح المماهيم الضرورية اللازمة لدراسة 
الأمثلية المقيدة . 


۳- يتطلب تصميم بعض المسائل المقيدة وصياغتها معالجة مماثلة لما هو موجود فى 
المسائل غير المقيدة ماعدا عند نقطة التصغير . 


وسوف ندرس في البنود القادمة بعض طرق ال حل المناسبة التي أشرنا إليها فى 
بداية هذا البند. 


(۲ ,5) الطريقة التقليدية 

تعتمد الطريقة التقليدية (726)500 [1355102©) على نظريتين مهمتين لتحديد 
الشروط الضرورية الكافية لإيجاد القيمة المثلى (الصغرى أو العظمى) لدالة متعددة 
المتظير أت ع سنوردهما فيما يلي مع برهانيهما . 


نظطرية (1,#) 
إذا كانت جميع المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية معرفة للدالة (1)7 وليكن 
الشرط الضرورى لكى تكون النقطة " × = × نقطة طرفية (حدية) هو : 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة AV‏ 


x =0‏ ل 0# ك1 ب ا E‏ 630 
5 يرن dx ax,‏ 


البرهان 
لنفرض أن إحدى المشتقات الجزئية الأولى ولتكن المشتقة بالنسبة للمتغير رقم 
ع[ لم بيكش عدن ` فباستخدام نظرية تايلور (121/101) ل أن 


)ه0 + a(x"‏ +| ےر >+ +n) =x")‏ ”عا 


i= {he , a ys ha) ; 0<0 <1]‏ 
و 0 < .1 مقدار صغير( غير سالب ) لكل 1,2,...,2 = ا 
يلاحظ أن (01 + * *)421 من رتبة ۸ وبالتالي فإنه يك 
تكون إشارة المقدار [* )1 - [ط + * *)؛ فى الطرف الأيسر تنحدد بإشارة المقدار 


0X 








لنتفرض أولا 10 3 فى عله ال الةتگون | ار 
0X‏ ) 


(* > -(ط + "× هى نفس إشارة ا - وهذا يعني آن*× لاکن أن 


Xk 


x ax) 0 إذا افقترضنا أن‎ 
0X 





تكو ن نقطة طرفية . يكن الحصول على النتيجة ن 


وتتعارض هذه والنتيجة مع كون * × نقطة حدية (طرفية), ولذافلابد أن تكون 


< : ظ‎ df 
بك اح ريا عيونت كاي‎ = 0Û 
۸k 





A۸‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


)٤, ۲( نظرية‎ 

الشرط الكافي لنقطة الاستقرار *× لكي تكون نقطة حدية أو طرفية هو أن 
تكون لمصفوفة المشتقات الحزئية الثانية» أي لمصفوفة هس ( (Hessian matrix‏ « 
محسوبة عند *× إحدى الخاصيتين التاليتين : 

(أ) مؤكدة الإيجاب عندما تكون *× نقطة تصغير مو ضعية» أو 

(ب) مؤكدة السلبية عندما تكون *× نقطة تكبير مو ضعية . 


البرهان 
من نظرية تايلور يمكننا كتابة : 


51 
6 + 1 22 و 3 5081 لد 
OX, 0X;‏ لا = - 21 


لقيم 1 > 6 > 0. 
سيق إن *لاتقبطة استقرار.. طبقا لنظرية ١(‏ و)الساءقةفان 


a) ا2ا ک1 . م‎ ١ 
OX. 


f(x * +6‏ ا , 
ل و از !ا TD‏ تياك 
x; Ox,‏ 


0 86-2 [1 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ۸۹ 


من ذلك نلاحظ أن إشارة [* *)؛ - [ط + * *)؛ هي نفس إشارة المقدار 


f(x + 0h)‏ ا 
hih; 0x: 0x‏ ,2 2 


ax"‏ ا 
وحيث إن المشتقات الحزئية الثانية اك مستمرة فى جوار التقطة *» 


Ox. dx. 


j 
o flx * a*flx* +Oh|l . ِ 
ax) متعرق قإنة سیک رن لها تفس إشارة انار‎ 2fl + on) أي أن‎ 
0X; 0x; OX; 0X; ١ 


لجميع قيم "1 الصغيرة صغر 
لذا فإن إشارة (“ 1 f(x‏ تكون موجبة إذا كانت : 


(4,۳) Q- 3 Shh x") 


=1 1=ز‎ OX; dx Xj 
موجبة . لكن الكمية © صيغة تربيعية ويمكن كتابتها في صيغة مصفوفية كما يلي‎ 
)( Q=h' Hh| 
aml a 
I i) 53 
وات‎ OX; OX, 





هي مصفوفة المشتقات الجزئية الثانية التي تسمى مصفوفة هس للدالة (1)5. 

من المعروف من جبر المصفوفات أن الصيغة التربيعية(1, 5) و(5,5) 
تكون موجبة لجميع قيم 1 إذا كانت - وكانت فقط - المصفوفة 8# مؤكدة الإيجاب 
)positive definite)‏ عند * × = × . "انظر الملاحق بند (5 و8)" . 

وهذا يعني أن الشرط الكافي لنقطة الإستقرار ** لكي تكون نهاية صغرى 
نسبية أو موضعية أن تكون مصفوفة هس المحسوبة عند نفس النقطة مؤكدة 
الإيجاب . وهذا يكمل البرهان فى حالة التصغير . 


4 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


باستخدام أسلوب مماثل يكن إثبات أن مصفوفة هس تكون مؤكدة السلبية فى 


حالة التكبير . 


ولتوضيح كيفية استخدام النظريتين السابقتين نورد الأمثلة التالية . 


مثال )5,١(‏ 
أوجد النهاية الكبرى لدالة الهدف ا إذا كانت : 


f(x; 5 X2 [و*,‎ 6 xX - م291‎ - 26 x و٣‎ 5 4+ 0 


2 


o. 2 2 
- Ka 5 ع1‎ 9 35 5 Xa 


الحل 
من الشرط الضروري نحصل على 


f 

0 ع‎ 1 =X, + كزك - وغ‎ =0 
0X, 
df 


Of 
. = -20 + Xx, - 522 - 2X; =0 
0X + 








= -29 - × - ×; - 0X2 =0 





: أنيا نحصل على‎ )٤,۸( - )٤, 1( وبحل مجموعة المعادلات‎ 
x* = (x ,x 3 ,x5) = (7 ,-1,-16) 


(£, ۵( 


(5.غ) 


لايق 


0) 


وللتأكد من الشرط الكافي نوجد مصفوفة هس ,1 المرتبطة بالدالة ؛ هى : 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 1١‏ 


32 af af 
dx? OX, 0X» dk OK» 





3f ° af 


dX» dX, 0x dK» م07‎ 





| 2۴ 3f 0f 
| و0‎ OX و0‎ OX» 0x3 








بالعيويض عن قيم المفنتقنات جد أن: 


-2 -[ 1 

H غ‎ 1 -6 -1 
f(x ) 

1 -1 -2 


والمحددات الحزئية أو الفرعية الرئيسة (15012015 81م1101م) لهذه المحددة هي : 


1 ا 
1د 6 1 
2 4 | 


أي أن إشارة | لحددات الحزئية هى -. +« - وبالتالي فان e‏ سالبة مؤكدة. 


وهذا يعنى أن للدالة نهاية عظمى عند *< وقيمتها 219 -(*1)5. 


و 


iê BAL 
212, | G-11. - -2 








مثال (۲ )٤,‏ 
وجد أن إنتاجح مصنع عبارة عن دالة في متغيرين د × , *اء والمطلوب إيجاد 
قيمة المتغيرين التي يكون عندهما الإنتاج أكبر ما يمكن علماً بأن دالة الإنتاج هي : 
د ا 


Ct P(x, , *2[ = 8× + ياج - | ×- ر×2‎ 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة و 
الحالة شبه المحددة 
نصادف بعض الحالات التى تكون فيها مصفوفة هس غير محددة» وهي ما 
نشیر إليها بالحالاات شبه المحددة semi-definite)‏ ؛ كبا نضادف حالات لخر تكو ن 
فيها مصفوفة هس .غير محددة» " ولهذه الحالة الأخيرة علاقة با يسمى نقطة السرج 
(16أ0م ع53001) » انظر الملاحق» والتى نعرضها فيما يلي : 


نقطة السرج 

قد تكو ن مصفوفة هس لبعض الدوال ذات المتغيرين (2* ,)۴ غير مؤكدة 
الإيجاب و غير مؤكدة السلبية عند النقطة [* , :*) والتي يكون عندها: 
af af‏ 


و 062 

فى مثل هذه الحالة تسمى النقطة [ي» , أ ») نقطة السرج (6١م‏ 520016). 
تميزات نقطة السرج أنها تناظر نهاية صغرى موضعية نسبية أو نهاية عظمى موضعية 
نسبية للدالة (ر ×, , »)۴ بالنسبة لمتغير واحد وليكن ,× عندما يكون المتغير د× 
ثابتاً عند × =× ويكون للدالة (ر ×, , ۴)۸ نهاية كبرى أو صغرى نسبية بالنسبة 

لمكن الكائو و#عتنها يكوق اللتغير الا خر ثانا عند × =× لهذه الدالة . 
فعلى سبي المثالء نلاحظ أن للدالة 2< - 7 = f(x, : X2)‏ اققات 
01 01 


= 2X, و‎ 
0x 096 








0 


و2 = وتتفحظ أن الل قات الأول كرون عقر اغد 








. 1 =0 قو‎ x2 =0 


مصفوفةهس لهذ الدالة عند النقطة (0 , 0) = (د×, 1×) هي 


0 2 اا ١ aA‏ 
3 م | - روم ققء وحيث إن المصغوفة ل ليست مؤكلة الإيجاب. وليست 


۹٤‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
ومميزات هذه النقطة أنها تظل مناسبة إذا استبدلنا النقطة (ر× ,×) بمتجه فى 
الحالات المتعددة المتغيرات . 


مثال )٤,۳(‏ 
أوجد النقط الطرفية للدالة : 


6 f(x1,x2,X3) = X1 -X3+X3-2X |XX 2X 3+ 4X , +12 


الحل 
بإيجاد المشتقات الأولى للدالة أ ومساواتها بالصفر نحصل على : 











E: I} o = 2x, - 2X4 + 4= 0 
0X, 
df ظ‎ 
(E. YE) = -2 م‎ - ×4 =0 
OX 
(٤, ۱0( * 6د طايه يف عفد ب‎ 
dK 
آنيا نحصل على‎ )4,١0(و‎ )٤,۱٤( ء)٤,۱۳( وبحل مجموعة المعادلات‎ 


نقطة الاستقرار: 
,X2 x<4) = (-10,4,8(‏ 0 
|[ قات الخرئية الثانية لهذه الدالة هي . 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 510 


df : 0 3 
کے نات _ کے ر الا‎ 
0 Ok, OKs 0X, 0X4 





2 2 2 
گے 9 کے و‎ 
0 0X» OX, OKs OX 

2 2 2 
و و 

K3 0X4 OX» 0X4 OX, 


وتكون مصفوفة هس عند النقطة (8 , 4 , 10-): 


| O 9ك‎ 
H =| 0 -2 -[ 
ZZ 1 2 





ومن ذلك نجد أن قيم المحددات الجزئية الرئيسة هي : 


2-4 و - أده . 21-2 ره 


2 6 3 
2= 2 0 
3 1ع ود 








P1 


أى أن مصفوفة هس غير مؤكدة الإيجاب وغير مؤكدة السالبية وبالتالي تكون نقطة 
الاستقرار (8- , 4 , 10-) نقطة سرج . 


)2.5( مثال‎ 
: أوجد النقاط الحدية (الطرفية) للدالة‎ 
E. TY f(x ,×2(= 27 + 2x5 + 8X? + 16x3 + 2 


الل 


الشروط الضرورية لوجود نقطة حدية هى أن يكون : 


۹٦‏ ما ر 





0*0 
(4,۱۸) - 65 + 32x = 0 


e 
: المعادلتان (۱۷ , 5) و(18١ , 5) تتحققان عند الأريع‎ 


e 8) 3 عط‎ 


لإيجاد طبيعة النقط الحدية نستخدم الشرط الكافي» فنلاحظ أن مصفوفة 


هس 1 المناظرة للدالة أ هى : 
12x, +16 0‏ | 
H -‏ 

0 12x, + 2 





وعند النقطة (0 , 0) تكون المصفوفة هي : 


16 0 
H = ظ‎ 
0. 32 


وقيم المحددات الجحزئية الرئيسة هي : 16+ = ,1 , 512+ = رH‏ 
أي أن مصفوفة هس مؤكدة الإيجاب» وهذا يعني أن النقطة (0 ,0) نهاية صغرى 


نسبية » وعندها تكون قيمة الدالة 12 = (ر× , ,)] أماعند النقطة | 6ات .| فتكون 
المصفوفة هى : 
0 16 
H =‏ 
اق 3 | 


وقيم المحددات الحرئية اسح وم ع 1 512- = 1 + وبالتالى 





البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ۷ 


16 0 
H+: 
0 -2 


وقيم المحددات الجزئية الرئيسة هي 6- = H,‏ , 2+ = ر8 » وبالتالي تكون 
سقفي فوفة قس فوك ية ال لبي ةة وعندقها ذكرن قبي وهةةالدذالةهى 
.f(1 ,<:[ = 7‏ 


)٤,۳(‏ الطريقة التكرارية 

لقد عرضنا فى البند السابق الطريقة التقليدية الخاصة بحل مسألة الأمثلية غير 
الغ وخير القيدة . رن لهل الطريقة يشي العيرب آهمها: 

() عدم إمكانية تطبيقها لتحديد النقطة المثلى لبعض الدوال . 

(ب) ضح رة تظيتها إذا كان عاد اللتغير اكير اتسنا 

لتجاوز مثل هذه العيوب» استحدث بعض الدارسين العديد من 
الطرق التكرارية (126]005 0]618)1906) المناسية» وقد ساعد التقدم الكبير في 
تقنية الحاسبات الآلية» وكبر سعتها التخزينية» وسرعتها على سهولة استخدام 
الطرق التكرارية وتطورها. تتفق الطرق التكرارية المتعددة في خطوات عامة 
للوصول إلى الحل الأمثل؛ وذلك بالبدء بنقطة حل تجريبية ومنها نتقدم فى اتجاه 
نقطة التصغير أو التكبير بأسلوب تتابعي على النمط نفسه. توضح خريطة سير 
العمليات فى الشكل ١(‏ ,4 ) طريقة حساب النقطة المثلى في الطرق التكرارية بصفة 
عامة. نلاحظ أن الطرق التكرارية تنقسم إلى نوعين رئيسين» يسمى الأول بطرق 
البحث المباشر (01166]6563161) ويسمى النوع الشاني بالطرق الانحدارية 
(descent methods)‏ . 

تتطلب طرق ألبحث المباشر قيم دالة الهدف فقط ولا تستخدم المشتقات 
الجزئية للدالة» وتعتبر هذه الطرق مناسبة لحل المسائل البسيطة التي تحتوي على عدد 





۹۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
صغير من المتغيرات . ويلاحظ أن طرق البحث المباشر أقل كفاءة عموماً من الطرق 
الانحدارية. 

تتطلب الطرق الانحدارية حساب دالة الهدف وحساب المشتقة الأولى أو ريا 
قات مح وقپ أعلى وتسم أععيانا بطرق المنجه المتدرج (gradient methods)‏ . 
وسوف نشرح فيما يلي كيفية استخدام الطرق من النوعين : 


(0 ) طرق البحث المباشر 

يوجد العديد من طرق البحث المباشر المستخدمة فى الأمثلية والبرمجة 
الرياضية نذكر من أهمها ما يلي : 

.''random search methods'' طرق البحث العشوائي‎ (0) 

.''the rotating directions method" (ب) طريقة تدوير الانجاهات‎ 

(ج) طريقة السمبلكس ''00طاءج7 exاsimp''.‏ 

(د) طرق بح النمط pattern search method"‏ " . 

ويمكن القول أن أبسط الدوارزميات المعروفة للطرق الأربعة السابقة هي 

الخوارزمية التالية التي تسمى بخوارزمية هوك - جيفز (Hook - Jeeves)‏ 


)٤, ۳,١٠, ١(‏ خوارزمية بحث مط هوك - جيفز 

تعتبر خوارزمية هوك - جيفز من طرق البحث التي تستخدم التحركات 
الاستكشافية» وتحدد اتجاها قياسياً وتحركات نط معينة . لتحركات النمط دور أساسي 
فى سرعة عملية البحث وتعجيلها. 
۰ يكن تلخيص الوصف العام للخوارزمية في الخطوات التالية: 
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الشكل رقم .)4,١(‏ خطوات حساب النقطة المغلى . 


ول تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

١ الخطوة‎ 

نختاررقما صغيرا 0 <£ يستخدم لإيقاف التكرارات» ونحدد أطوال 
خطوات مبدئية ع < ×4 ومحاور الإحداثيات 2 ,... ,2 ,1 = 1 , نا 
نبدأ بنقطة أساس اختيارية ولتكن × (©025 51108ها5) ثم نضع 1-1 . 

الخطوة ۲ 

نحسب (×)]؟ -6 ثم نضع ۽ ×= مغ ثم نبدأ حركة بحث استكشافية كما 
هو وارد فى الخطوة 7. 

الخطوة م 

بحري تشويشالمركبات المتغير » × (الذي يشل نقطة الأساس المؤقتة الجارية) 
للح ول على نقطة اشاس موق ة أخرى» وذلك خ ول دالة اط 
م. ع ٠٠ ١‏ ه د ,عط ١‏ ر ,»ا على التتابع باستخدام مجموعة المعادلات التالية : 


(j, + AX; U; ff = (ki: Ax; 

hs)‏ کڪ س 

-Axu 11 f = f(t 2 Ax; u) 
Ê ee) 
<f = hs 7 AX; | 


1 





f f= f(t) > minlf” „f ) 


زنع 
i=l,‏ 
۾ ه 


ج . 


)0 و عوم بي qer 9 Axu;‏ 0( 3 ا ° kK.ı-} + Ax;u; = )] 9- lj]‏ ا 
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الخطوة ٤‏ 
إذا كانت النقطة ا مختلفة عن م » نخرج بنقطة أساس جديدة ٤»‏ = إبم× 
وننتقل لتنفيذ الخطوة © أما فى حالة تساوي ,رمغ مع ۽ × فإننا نعدل الخطوة إلى نصف 

الخطوة السابقة ن ونكرر عملية التشويش الواردة في الخطوة 7. 
الخطوة ه 


نستخدم × و ببع* لتحصل على انجاه النمط (pattern direction)‏ 





ثم جحد نقطة م رمعا من المعادلة التالية : 
8 يغ + بعالا > k+1,0‏ و 


حيث ۸ هو طول الخطوة في اتجاه النمط 5. إذا أردنا التتبسيط يكن أخذ 1 - ۸ 
والبديل هو حل مشكلة تصغير ذات متغير واحد واستخدام طول الخطوة الأمثل *.0 
فى المعادلة ( )٤ , ١١‏ بدلاً من .2 (كما سنشاهد في الأمثلة الرقمية التالية) . 

٦ الخطوة‎ 

نضع 1+)=) , f(tko)‏ = ۴ , 1= ثم نكرر الخطوة 7. في نهاية الخطوة ۳ 
إذا كانت (ع :)1 > (م»٤)؟‏ نأخذ نقطة أساس جديدة ونعود إلى تنفيذ الخطوة ٥‏ أما 
إذاكاتت ( )1ت زي) )1 نضع ب - رب × ثم ننقص طول الخطوة ¡ ×4 إلى 
نصف قيمتها السابقة ثم نضع 1+!-! ثم ننتقل إلى الخطوة ؟ . 

فى كافة الخطوات التكر ازية السابقة تتواقش عن الامسجمرار إذا أصبحت أكبر 
الخطوات في أي مرحلة أصغر من ع » أي أن : 

ع <) »الك )12 : 

مثال ٥(‏ ر٤)‏ 
أو جد القيمة الضغرى للدالة : 


e‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ET f(x ,x2) = xı -x2 + 227 + 2x, X2 + X2 





ة (0,0)=, × » مع أخذ0.8 = ر×۸ = ,×۸ , 0.1 = ع 


نتبع لحل هذا الخال الخطوات السابق إيرادهافى وصف خوارزمية هوك - 





١ الخطوة‎ 

ناخد  )0,0(‏ 36 تنقطة هناية أب ا يةواطوال خطوة 
AX = 0.8 , Ax, = 0.8‏ فى انجاه الإحداثيين د نا 9 [ لا على الترتيب ونضع 
.k=1‏ 


الخطوة ۲ 


f, = f(x) , i=1 , tı =X, = )0,0( 


۳ الخطوة‎ 
1 = 1 لإيجاد نقطة أساس جديدة مؤقتة نحسب الإإحداثي‎ 
f= f(t) =0 
f" = f(t, + Ax, u, | = 1)0.8,0.0( - 8 
f = f(t, - Axu, | = f(-0.8,0.0) = 0.8 
: و حسٹ إل‎ 
f < min(f , f) 


: مر )> ع وللإحداتى الثانى 1-2 تحسب‎ Et 
f= f(t, ) =0 


f(t, + Axu») = 1)0.0,0.8( = 6‏ = خم 


e‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ET f(x ,x2) = xı -x2 + 227 + 2x, X2 + X2 





ة (0,0)=, × » مع أخذ0.8 = ر×۸ = ,×۸ , 0.1 = ع 


نتبع لحل هذا الخال الخطوات السابق إيرادهافى وصف خوارزمية هوك - 





١ الخطوة‎ 

ناخد  )0,0(‏ 36 تنقطة هناية أب ا يةواطوال خطوة 
AX = 0.8 , Ax, = 0.8‏ فى انجاه الإحداثيين د نا 9 [ لا على الترتيب ونضع 
.k=1‏ 


الخطوة ۲ 


f, = f(x) , i=1 , tı =X, = )0,0( 


۳ الخطوة‎ 
1 = 1 لإيجاد نقطة أساس جديدة مؤقتة نحسب الإإحداثي‎ 
f= f(t) =0 
f" = f(t, + Ax, u, | = 1)0.8,0.0( - 8 
f = f(t, - Axu, | = f(-0.8,0.0) = 0.8 
: و حسٹ إل‎ 
f < min(f , f) 


: مر )> ع وللإحداتى الثانى 1-2 تحسب‎ Et 
f= f(t, ) =0 


f(t, + Axu») = 1)0.0,0.8( = 6‏ = خم 
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وحيث إن . 


533 


FF f 


(0.8 , 0.0) = را 


الخطوة ٤‏ 
حيك ادو ا مختلفة عن , × فإن نقطة الأساس الجديدة هى (0.0,0.8)- 


ون > 5ع 


الخطوة ه 
نعين اتجاه النمط كالاتى : 
(0,0.8) = (0,0) - (0,0.8) = ,× - رع = و 
يكن الحصول على طول (أو مقدار) الخطوة الأمثل *.2 بتصغير الدالة : 
f(x» + As) = f(0.0,0.8+0.82)‏ 
6 - 0.4821 + 0.642.7 - 


8+ وود ر ے © 
d1‏ 


ت ا د df‏ 
لك dM‏ 
نحد أن 0.375- = *۸. 


(0.375)0..8 - (0,.8) = و +A‏ رخ ع ورا 
(0,0.5) = 


١٠١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


f = 1)0,0.5( - - 8 تحسب:‎ 


1>1 عند‎ - 
]* = f(t + Axu, ) = 1)0.8,0.53( - 3 
f = f(t, + Axu, ) = f(-0.8,0.5) = -7 
وحيث إن‎ 


اهن م Fz‏ 
(0.8,0.5-) > روا 


(t2) > - 7‏ 
- وعئل 1-22 
F(-0.8,1.3) = -1‏ > (ينايعدة + , f" = f(t,‏ 
وحيث إن : 
(205,13) کےا , > ° 
و 
6 = (×)؟ > 1.21- = f(t)‏ 
نأخذ نقطة استاس جديدة : 
(1.3 , 0.8 -) دور ) دوع 


ثم نتتقل إلى الخطوة 9 . 


فإن : 
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الخطوة ه 
نعين انجاه التفقط حي تسب : 


(0.8,0.5-) = (0,0.8) - (0.8,1.3-) = و - ×= 6 
ثم نحصل على طول الخطوة الأمثل *.7 بتصغير : 
f(x +s) = 10.8-0.87 , 1.3 + 0.5)‏ 
0730111 15 073 - 
وتكون مشتقة هذه الدالة بالنسبة للمتغير ۸ هى : 
0 146 كر 
0 
و E‏ ذلك نحصل الى : 
1-13 


)-0.8,1.3( + 0.219)-0.8,0.5( 
= )-0.975 , 1.410( 


1 


> الخطوة‎ 
م‎ - f(t, + Axu, | = 1)-0.175,1.410( - 8 


F - f(t, - Axu, |) = 1)-1.775,1.410( = 5 


وحيث إن : 


1)-0.9/75.1.41( = - 5 


f > min(f” , f) 


ل تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


(1.41, 0.975-( = 5 م وج 
حيث إن : 
(t2) > -1.235 > f(x) = -1‏ 
نأخذ نقطة أساس جديدة : 
(0.975,1.41-( = دا 0 4 A‏ 
ثم ننتقل إلى الخطوة رقم © . 


التتقريب المطلوب وهو فى هذه الحالة 0.1 — © نحصل على نقطة الحل المثلى 


. وهى‎ (optimal) 
a = CIV, 1-3) 
)٤, 1( مال‎ 
: أوجد القيمة الصغرى للدالة‎ 


f(x, , ×2 = 37 - 2x ×2 + X3 + 4X, + 3K» 
باغ جار أن (0 ل)) = ا نقطة وذاية ا ساس وأن طول الخطوة هو‎ 
۸=] والخطأ المقبول هو 5 ح-ح ع و‎ Ax, = 1ع رذ‎ 


الحل 
كما في المثال السابق نتبع خطوات الحل كما يلي : 


١ الخطوة‎ 


a x, = )0, 0( نال‎ k= نضع‎ 





لة بقاية أساسبية وأطوال اة 
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الخطوة ۲ 


f, = f(0,0) - 0, ورغ‎ =X, = )0,0( 


الخطوة ۳ 


لإيجاد نقطة أساس جديدة مؤفته نضع 1-21 ونتحسب : 
f = f(0) =0‏ 


6-1 + Ax, ) =7 


Ax, u, | = 1)-1,0( = -1‏ - وي أ م 


ومن ذلك نلاحظ أن : 
f ETR‏ 
ولذا فإن : 
(1,0-) = ,ا 
ثم نضع 1=2 ونحسب : 


f = f(t) = -1 
f= f(t, + Axu) = fC-1,1) =5 
]دم‎ - Axu») = fC-1,-1) = ك-‎ 
کان‎ 


تند ا 8 يف 


١٠١8‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
فإل: 
(1-,1-) 3 2 


الخطوة 5 
حيث إن is‏ مختلفةعن ا فإن نقطة الأاساس الجديدة وتصبح 
(1-,1-) ج 0 ع د 


الخطوة ه 
نعين اتجاه النمط كما يلى : 
-X, = )-1,-1( - )0,0( = )-1,-1(‏ راع 5 


(4-,2-) = (1-,1-) + (1-,1-) = ۸۶+ وع ع ورغ 


٦ الخطوة‎ 

نضع 1-2 ونحسب : 

(t20) = -6‏ 
تو نکرر الخطوة ۳ 
he’ Axu, | = f(-1,-2) - -7‏ = 
عند 1= 
وحيث إل : 
af‏ 


فان : 
200 كت و 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 08 


6) = 4)-1,-2( = 7 


f" 


f(t + Axa») = f(-1,-1) = -5 


f(t, - Axu») = (-1,-3) - 7‏ - م 
أ آن: 
f= min(f? ,[‏ 
ومن الملاحظ هنا أن التحرك الاستكشافي في ااتجاه الثاني لم يصغر قيمة الدالة 
عن قيمتهاقبل إجراء هذه التحرك أي عن قيمتهاعند(2- ,1-) ولذافإن 
(2-,1-) = روغ = ورغ وحيث إن نقطة الأساس المؤقتة ر را مختلفة عن نقطة 
الأساس ر ×نأخذ (2- ,1-) = و كنقطة أساس حدية . 


نتتقل بعد ذلك لإجراء الخطوة © كما يلي : 
(1-,0) = (1-,1-) - (2-,1-) = ير - ×= 9 





(3-,1-) = (1-,0) + (2-,1-) = ۸58+ وخ > ورا 


الخطرة > 


f(t, + Axu, | = f(0,-3) = 0‏ = م 


f(t - Axu, ) = 12,-3( - -8‏ - م 
من ذلك مل ان 
س 


تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


وبالتالى فإن : 
(2,5-3-) س رد 
و لد 12 : 


f(t, ) = -8 


f(t, + Axu») = f(3,-2) = >‏ = م 


f = lk : Axu») - f(-2,-4) = -8 


ومن ذلك نلاحظ أن : 
f< minlf? ,f)‏ 
أي أن نقطة الأساس المؤقتة : 
ردأ > وجا 
وبا أنها مختلفة عن و نأخذ (3- ,2-) = 4 ×. 
بعد ذلك ننفذ الخطوة (0) لتحديد الاتجاه فنكتب : 
(1-1) = (1-2-) - (3- ,2 دك ر ريع چ 





وتكون: 

(4-,3-) (1-1-) 2 [( 23 = عرز عد اه و 
المخطوة ٦‏ 
نضع 4 = K‏ ونحسب : 


عنك 1-1 
5- = (4-,3-)1 


f lk + Ax, ) = f(-2,-4) = -8 
: أى أن‎ 
xT 


آله : 
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ومنت ذلك تكون: 
(4-,2-) = روا 
وكذلك فإن : 
(t4, ) = 1)-2,-4( = -4‏ 
وعند 1-2 نحد أن : 


f(t, + Axu») = 1)-2,-3( = 8‏ - م 


f(t, - Axu) = )2,-5( = -6‏ = م 


أي أن : 
f< min(f” , f7)‏ 
وبالتالي فإن 
(4-,2-( = روا ع روا 
وححيث إن 


f(x 4) = f(-2,-3) = f(t42) = f(-2,-4) = -8 


(2-3-) = ×= وا 


عند 1-1 : 


(tsp) = -8 
فاق‎ (ts Axu, ) (1,3-)1ع‎ = - / 


ffs - Axu, ) = 1)-3.-3( = -3‏ = م 


وحيث إن ۴ > + > *1 عندئذ نضع (3- ,2-) = روغ حيث نلاحظ أولاً أن : 


¥۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
f(t, ) =f(-2,-3)= -8‏ 


f(t, + Axu») = f(-2,-2) = 6‏ - م 


f = (ts, : Axu») = f24) = -5‏ 
ومن ذلك نلاحظ أن : 
(t4. ) < min(f : 6‏ 
وبالتالي يكون (3-,2-) = مو وحيث إن : 


الخطوة ۲ 


الخطوة ۳ 
عند 1كا : 
3 كت ظ 
ح جمدت 1-3 ت Ax)‏ + 00 خا 
f‏ 4 
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تلد تکون: 

ابيا , © 
وعند 1-2 نحد أن : 


6 = ffs, + Axu») = fC فد ت‎ 


5 
2 
7 3ب ظ : 


f > min(f* : f) 


اھ 2ے عد 
شك - 3| - ریا دیا 


نعود الآن إلى تنفيذ الخطوة ٤ء‏ ولأن , ا مختلفة عن ١‏ فإن نقطة 
الأساس - 


الخطوة ه 
لتعيين انجاه النمط تحسب : 


0 = (3-,2-) - 3 :ا - م =X‏ د 


E 
27 الحا إدر , - )ع‎ 





=Xg+AS= 2 -3‏ وما 


٦ الخطوة‎ 


18 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
f(t) = 1)-1,-3( = -7‏ 
الآن نكرر الخطوة ۳ فنلاحظ أن : 


عند 1 =1: 

| 17 

f = 5 + Axu, | =f 0 

> 3 33 

س = )3 = ) f(t -4x u,‏ = م 
وحيث إل 

موده Ê‏ 
عندئل فان 
is.‏ 
چا 
وااو سشل أن“ 
33 3 
3 - )6( 

وعئد 1-2 : 

ب عق شاي A‏ 07 

ه = )5-5 = f(t, + Axu»)‏ - م 

3 3 

8 = ( ج = نارجه - ft‏ = م 

ادك 
زع . f(t, ) < min(f?‏ 

أى أن : 
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5 ظ 
(t62) > A‏ 6 )16 
لذلك نقوم بعمل حركة استكشافية حول النقطة م ×. 
بتكرار الخطوة ٣‏ نحصل على 


3 5 33 
2.3 , e 


=X =‏ رروة 





عند کا : 


f^ = f(t, + Axu, [ = 1)-1,-3( = -7 


f(tyo - 4x) = 1)-2,-3( = 8‏ - © 
ومن ذلك نلاحظ أن : 
f < min(f? f)‏ 
أى ان 
مج = را 


وعلل 12 : 


f” = f(t, + Axu») 2 ( = -8 
۴ 5 ِ Axu) 2-2 = -8 
* من ذلك ات أن‎ 


f < min(f? 1 f) 


70 45 رجا 7 72( 


وحيث إن (6×)]؟ = [دم])) أى أن × = و × لذا ننقص أطوال الخطوة إلى : 
1 


Ax, = AK, دح‎ 
XxX X 1 


»| تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


الخطوة ۳ 


نحسب الآن ٤‏ , + فنجد أنه عند 1 =| 


1 رو 3 4 
133 7 ظ 5 
f(t, - Ax, u, | = ])- 7 ,-3( = 2‏ ك 1 
1-7 1 
ادن : 
اڪ ا 133 i;‏ 
فك = (t7, ) “T6‏ 
و ند 1-7 
65 116 7 ع 
- )= رر + f(t‏ - م 
67 م Oy‏ : 
0 - رك )1 - [ونيعده - 06 = ] 


1 4 21“ 
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23ل + ا( ظ 
A‏ 2 


الخطوة ٤‏ 
لأن ر مغ نقطة أساس مؤقتة مختلفة عن و × فإن نقطة الأساس 


13 7 
E‏ = ورا و 


الخطوة ه 


نعين الآن انجاه النمط فنحسب : 


ل 1 ]داو 13113 | 
1١ | 4* 4‏ لك TR‏ 


وتكون: 








٦ الخطوة‎ 


o.‏ 0 ف ن 
F4 133‏ | 
Ax, u, | = f( 4 27) 16‏ + ري )1 = 1 


ef 
: وبالتالى فإن‎ 


۱۱۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


TD 
ج - رو‎ 
: عند 1-2 نحد أن‎ 


ر3 1 
8 4 4 


تتلكيظ إن : 


f = 05 + Ax») = 1)- 


د 17 


3 7 ظ 
ع > دوا 
0 چ = (xs) = f(ts)‏ 


لذا نقوم بعمل حر كة استكشافية حول ۾× ٠‏ ثم نكرر الخطوة 7 مرة أخرى . 
كذلك خت إن : 


7 ا | 3 
ف (t90)‏ ؛ چ = ۾ × = موا 


وهذا يؤدي بنا إلى أن : 


ححا 
د ىك 


وعند 11 : 


l_3 1 - 1‏ داق ا 
f(t + Ax, ) li E E E iT‏ =[ 
ا13 .ع 13 5 
"TG‏ ج (=—-,2-) 1 1 Ax‏ 5 و f‏ 
ومن ذلك نلاحظ أن : 
[؟ , f < min(f’‏ 
ونلااحظ أن : 


موأ = ر وا 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 1015 


الآن بوضع 2= نجد أن : 


133 ص ا ظ 3 
f٣ 5 + Axu) 5 ))--,-3( = 16‏ 
133 


3 9 ا 
لك =( = (رر f(t, - x‏ = م 


وهذا يعنى أن : 
min(f? f)‏ 5 


وبالتالي فإن : 
و = روا = روا 
ظ 1 : 
يكن إنقاص طول الخطوة إلى > = ر×4 = ,1 وبذلك تكون شروط 

التوقف قد حققت . لذافإن چ = × وتكون قيمة الدالة عند هذه النقطة 
ي 

i ل‎ 7 13| 07 

i |-1 AJ 


يكن إجراء الخطوات بطريقة تتابعية دون الإشارة إلى الخطوات بأرقامها التي 
أشرنا إليهافي شرح طريقة الحل واتبعناها في حل المثالين السابقين» وقد كان ذكرنًا لها 
وتأكيدنا عليها برض تتسيظ اتباع غنطوات انقوارؤمية عددكتتابة برئامج حجاس ب ألى 
لحساب القيمة المثلى التى تجعل الدالة أصغر أو أكبر ما يمكن ضمن مجال أو فترة 
تقريبية محندة» كما أن الخطوات تزيل اللبس على القارئ» وتبسط الإجراءات 
وتوضح الترتيب عند الانتقال من مرحلة إلى أخرى . 


7 تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
( و 0 الطرق الاتحدادية 
تعتمد الطرق الانحدارية methods)‏ descent)على‏ المتجه المتدر ج للدالة (:)1 
وذلك لإيجاد اتجاه البحث عن النقطة المغلى» والمنجه المتدرج هو متجه المشتقات 
ا جزئية للدالة (1)5 بالنسبة إلى 12 متغير يسمى بانحدار الدالة ۷۴ حريث 
Qf df df‏ 


e Tg aê يسوم ` و‎ 
dX 2 م01 و0‎ | 


Vf = 


المقدار ۷۴ هو متجه له ١‏ مركبة وله خاصية مهمة جداً وهي إذا تحركنا فى هذا الاتجاه 
من أي نقطة في الفراغ النوني فإن قيمة الدالة تزداد بمعدل سريع» ولذا فإن الاتجاه 
الانحدار ی يسمى ا اة ميل الصعو د الأقصى (steepest ascent)‏ « لر الملاحظة أن 
اتجاه الصعودالأقصى له خاصية موضعية ([10081). وليست شاملة(10691ع) . 
الشكل (۲ , )٤‏ يوضح اتجاه الصعود الأقصى . 





الشكل رقم (5,7). اتجاه الصعود الأقصى. 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة شل 

لاحظ أن المنجه المتدرج» محسوب عند النقطة 1 ,2 ,3 ,4 التي تقع على 
الكقاعاكت *11 ,"35,22 ,44 على ال ي 

لذا فإن قيمة الدالة تزداد بأسرع معدل في الاتجاه 11 عند النقطة 1 ولكن ليس 
عند النقطة 2ء وبالتشابه فإن قيمة الدالة تزداد بأسرع معدل في الاتجاه (22)33 عند 
النقطة (2)3 » ولكن ليس عند النقطة (3)4 . 

من ذلك نستطيع القول بأن اتجاه الصعودالأقصى - يتغير بصفة عامة - من 
نقطة إلى نقطة أخحرى» وإذا أجرينا عدداً لا نهائيا من التحركات الصغيرة في اتجاه 
الصعود الأقصى » فإن المسار سوف يكون خطا منحنيا مثل المنحنى 1234 . 

إذا كان الاتجاه الانحداري الموجب يمثل اتجاه الصعود الأقصى. فإن الاتجاه 
الانحدارى السالب يمثل اتجاه النزول الأقصى . والجدير بالذكر أنه من المتوقع أن أي 
طريقة تستخدم الانجاه الانحداري تعطي نقطة التصغير أسرع من تلك التى لا تستخدم 
الاتجاه الانحداري . كما يلاحظ أن كل طرق النزول الأقصى تستخدم في إيجاد بحث 
المتجه المتدرج بطريقة مباشرة أو غير مباشرة . 





(١؟,”,5)‏ خوارزمية أقصى ميل نزول 
يكن تلخي ص الخطوات التكدرارية لخوارزمية أقصى ميل نزول 
)steepest descent)‏ كما فى الخطوات التالية : 
1 تر بارلا ,× وتفاوتا صغيرا 0 < ع ثم نضع 1=)۔ 
١‏ - نحسب (۽ ×)۷۴- = ع و . إذا كان ع > ||| تتوقف. وإلا ننفذ الخطوة ۳ 
*- من طول الخطوة الأمثل :2 وذلك بحل مسألة التصغير ذات المتغير 
الواحد 





ان تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
J‏ هم + , دأ Min.‏ 
۸ 

بشرط أن تكورث: EN‏ 

نحسب »8 )۸+ ) ×= ر »× ونضع 1+عا!-ء! ونعود إلى الخطوة ؟ . 

يكن إجراء ذلك باستخدام أي من الطرق التي ذكرت في الفصل الثالث أو أي 
لريقة أخرى مناسبة . 

4 - نتوقف إذا تحقق أحد شروط التقارب . وإلافنضع ۸+1=« وننعقل إلى 

الخطوة الثانية . 


)٤,۴, ۲, ۲(‏ خوارزمية أقصى ميل صعود 
تختلف خوارزمية أقصى ميل صعود (steepest ascent algorit1m)‏ عد 
خوارزمية أقصى ميل نزول في كونها تستخدم الاتجاه الانحداري الموجب في إيجاد 
اتجاه البحث . وتتلخص خطواتها التكرارية فى الآتى : 
١‏ -نختار متجها أولياً ,× وتفاوتا (6٥۵۸ا۵!)‏ في حدود ع ثم نضع .k=[‏ 
١‏ - نحسب [(ع)74 = ۽ 5. 
"- نوجد طول الخطوة الأمثل وذلك بحل مشكلة التكبير ذات المتغير 
الواحد 
أل Max. [f(x « + 2S‏ 
۸ 
-٤‏ نتوقف إذا تحقق أحد شروط التقارب التي نحددها فيما بعد. ونضع 


1+كا-!ا وننتقل إلى الخطوة الثانية . 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة TY‏ 
(7.", 5) معايير أخخرى للتقارب 
ات ثلاثة معايير للتقارب (013161102 )conver gene‏ التي تستخدم إحداها 


للتوقف عن تكرار خطوات الحل نذكرها فيما يلى : 








1 
(1) ا لل‎ 8 
df rs 
(2) Eî > ع‎ , 1> 2... 








Ki - || > 8‏ (3) 
حيث إن التفاوت © مقدار صغير موجب يحدد مسبقاً . 
يكن استخدام خوارزمية أقصى ميل نزول في إيجاد الحل الأمثل لمسألة تكبير 
دالة ()1 وذلك بإيجاد الحل الأمئل لتصغير الدالة (×)۴ - وليكن *× فتكون (*×)؟ 
هي القيمة العظمى للدالة (×)؟ . 


مثال )٤,۷(‏ 
أوجد النقطة التى تكون عندها الدالة التالية 
FIK, EIR Ky FR,‏ رع - xı ,x2() =X,‏ 


أصغر ما يكن متخذأ نقطة بحث مبدئية (0 ,0( = 0× وتفاوتا 0.05 = ع . 


الحل 
لإيجاد النقطة المثلى فى هذا المثال» نعيد طريقة الحل بعدة تكرارات حتى نصل 
إلى شرط التوقف . 


1 تقنيات الأمثلية في البرسسجة غير ا ية 
تكرار 2 الانجاه المتدرج للدالة أ هو : 


|) + 4x, + م23‎ , -1 + ZX, + 2x») 


a 2 
dk ° و0‎ 


71-| 


Vf(xo) = Vf(0,0) = (1,-1) 


s, = -Vf(xo) = )-1.1(‏ 
لإيجاد ,× نوجد طول الخطوة الأمثل ۸ وذلكبسصغخيرالدالة 
(xo +A,8,)‏ بالنسبة للمتغير ,۸ حيث إن : 
f(x, +218) = f(2, 11) =2 - 2,‏ 


ويكون تضخير هذه الدالة بوضم 0- سل » وبحل المعادلة النائهة تحضل على 
7 | 


| 
t= KS, = OO + RLD= EIA) 
: وحيث إن‎ 


|x 007 أ‎ >€ 


لذلك نلاحظ أنه لا يتحقق شرط التوقف ولذا نجرى تكراراًآخر . 


تڪراو ۲ 


-Vf(x,) = -Vf(-1,1) = (1,1)‏ = ره 


والآن نقوم بتصغير الدالة : 
23-1 - 532 - زمه ا , مها )1 = )1282+ f(x‏ 


وذلك بوضع ی وده يها 
MAM‏ 


2 
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وبحل هذه المعادلة تكون قيمة ج 1 ومن ذلك نحد أن: 


(0.8,1.2) = (02)1,1 + (1,1-) = رقوية + xı =X,‏ 
لهذا اث : 


أي أن شرط التوقف لم يتحقق بعد وبالتالي نجري تكراراً آخر . 





تكرار ۳ 
نوجد قيمة 83 فيكول : 
-Vf(x ») = -Vf(-0.8,1.2) = )0.2,0.2(‏ = 9 
ومن ذلك ند أن : 
f(-0.8-0.2۸,1.2+0.2۸ 4)‏ = |ى 9 + f(x»‏ 
2 - 0.08/3 - 0.04۸ 
غير هغل الدالة تضم 0ب. كك 


79 
0 - 35 
غا سبق جحد أن ر الثالية هي : 
LS; = (-0.8,1.2( + 1.0C0.2,0.2) - 1.01.4‏ + وخ > X4‏ 





وبحل المعادلة الناتجة نحصل على 


وحيث إل : 
و د . بعر 
لذا يجب أن نستمر في عمل التكرارات حتى نصل إلى (1.5 , 1-) = *× وهي 
النقطة التى تكون عندها للدالة نهاية صغرى . ۰ 
في الخال التالي نوضح كيفية تقدم عملية الحل بتعاقب التكرارات وحتى 
الاقتراب من الخل الأمثل. سنوضح كذلك أن عدد التكرارات اللازم إجراؤها 


للوصول إلى الحل الأمثل يعت مد على التفاوت في الدقة المسموح بهاعن الحل 
الأمثل . 


مثال )٤,۸(‏ 
استخدم طريقة أقصى ميل صعود فى إيجاد القيمة العظمى للدالة : 


. | 9 7 


بفرض أن نقطة البحث المبدئي هى (0,0) = ,×. 


الحل 
Vf(x) = (2x2 AR, IR FA 4x2)‏ 


S, = Vf(x,) = (0,2) 


مق ذلك کوټ : 
837 - 41 = | ,0+24 , رجمب0)؛ = | 5ن + ا 
| < 1 
df‏ 1 
دو 0= دان س = ا 
MC‏ 4 


ومن ذلك تكون نقطة الحل التالية هى : 


58 002 
Xx» = (0,0) + 7 )0,2( 0 3 


تراق ۲ 
نوجد الاتجاه المناظر للنقطة , × حيث إن: 


)1,0( - |0 - ر6 


ال ةق اخطارخ القند ۲۷ 


f(x +28) = اج‎ 








“| 1ے 2 1 1 
إل - A2‏ 2+ |2| = 
2 - | 
1[ 2 
Aah Fo‏ 
ll df‏ # 
عت وصح 0 ع حد ان ج = ۸2 ومن ذلك تكون 
dA2‏ 
3 1 = (1,0)— ا 


ENDE 


كما هر موضح بالشكل (5,7). 


نلاحظ أن هذه النقط تتقارب إلى (1 ,1) = *× الذى يل الحل الأمثل حيث 
أنه يحقق : 
Vf(1,1) = (0,0)‏ 
من المعروف أن متتابعة الحلول المعطاة لا تصل إلى الحل الأمثل المضبوط 
9×) لذافإن عملية إجراء التكرارات تتوقف عندما نصل إلى نقطة قريبة من 
نقطة الحل الأمشل المضبوط ويتوقف هذا على احتيار مقدار التفاوت ع 
المسموح به . 


۲۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 








3 
x* = )1. 1( 
0 
(7/8, 718) 
e (3/4, 7/8( 
(2A, 34) 

)3/4 ,3/4( 
1/2 ,0 
)1/2 ,1/2( بت 


(£ ,£( اوو 


: ادرس وضع الدوال الآتية من حيث وجود نقاط طرفية‎ -١ 
)( f, (وخ‎ > xX? +X; KB 
(iD) f(x, X2, xX4)=2Xî + K2 + X3 + 6(x,+Xx2+X)+ 2x 2X3 


5- تحقق مر أن للدالة : 
4K,‏ + يكرك - 2 - +X‏ دعر + +X‏ 
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O) sS (OF ;, LAO, RL E) 


۴- إذا كان العائد النا ج لكل فدان فى مزرعة من أحد المحاصيل يعطى بالدالة 
التالية : 
يه - XK»‏ :4 + ج26 + f(x; ,×2( = 20x,‏ 
حيث × تمثل تكاليف العمالة » × تمثل تكاليف التسميد. أوجد أقصى عائد 
للفدان . 


5 - حدد النقط الطرفية للدالة : 


2 2 ظ‎ 
f(x, 5 X2 X3) X1 - 5 + - د21‎ - X437 + 4x, + 12 


4- ابحث» فيما إذا كان للدالة التالية نقطة أو نقط طرفية : 


4 1 2 2 


46 أوجد قيم × مجك .و الى تبعل الدالة: 


2 1 ا 2 4ے ظ 
X2, X4) = 0 + OXX3 - 07 = K3 + 4X3‏ 106 


55 استخدم بحث غط هوك - جيفز في تكبير الدالة : 

أ x‏ 5-1 |325- أي وي -0.02(x‏ ,+ 2+ > لوقيو Es‏ 
على أن تكون نقطة البحتث المبدثي (0 ,0 ,0) = ,× وأطوال الخطوات 
لتغيراتها الثلاثة هى 1ع وعة = Ax, = AX»‏ 


1 تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
۸- استخدم بحث نط هوك - جيفز لتصغير الدالة : 
5x1 - 162 + 13x5 + 10x, - 16x»‏ = زوع , ,x2‏ رع)) 
متخ اا (0 ; 0= وة كنقطة بداية وأطوال الخطوين الب دقن همها 
2= رع = ,×۸ وأن يكون 1 > ر×۸ = رعذ شرط التوقف. كرر الحسابات 
مستخدماأ(2 , 4) -0*» ثم علق على التنيجة التي تحصل عليها من نقطتي 
البداية . 


f(x, 57 , ×+) > [7 + 35 + 67‏ 
وذلك بأخذ (1 ,1- ,2) = × كنقطة بداية وأطوال خطوات مبدثية 


«3- باستخدام طريقة أقضى ميل نرول أو جد القيمة الصغرى للدالة: 


f(x) = 4x1 + وك :4 - 5ع‎ + SX» 


مستخدماً نقطة الأصل كنقطة بداية وبتفاوت 0.05 = ع 


: أوجد القيمة الصغرى للدالة‎ -١ 
f(x, ,×2( = 2×1 + × 
بطريقة أقصى ميل نزول مستخدماً نقطة بداية (2 ,1) وشرط توقف مناسب.‎ 
: 5-أوجد القيمة الصغرى للدالة‎ 
f(x, X2) = (x, -3( + 9)2 - 3 
بطريقة أقصى ميل نزول مستخدماً نقطة بداية (1 . 1) = 0× وباختيار شرط‎ 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ١١١‏ 
١‏ - باستتخدام إحدى الطرق الانحدارية أوجد القيمة العظمى للدالة : 
f(x) = 10x, - 227 - 4x; + 5 Log x»‏ 
ميدتا قطة (1,2). 


x= tT AK 2K غ3‎ K5 


مبتدئاً من النقطة (0 , 0) = × وذلك باستخدام إحدى طرق البحث التى 





المسائل المقيدة بمعادلات 


ه مقدمة ٠ه‏ طريقة التعويض المباشر 
ه طريقة تغيير القيود »هه طريقة 


,١(‏ 0) مقدمة 


وض هذا الشهيل لماه الول الق لي س اكا دد 
اللحصوق ال قد وف يع ادلات أو ق دالا 
(constrained problems with equality constraints)‏ التي تكون فيهالدوال 
متصلة وتأخذ صيغاً رياضية معينة . 

تكون الصيغةالعامةلهةةهوالمسائل هی عبارة عن إيجاد قيم 
ESS Sa‏ × التى تعظم (أو تصغر) دالة الهدف : 


(0 :7( z= 1)( - 1) E وعدا‎ Xn) 


i 


١7‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
وذلك نحت الشروط : 
g(x%)=0 , 0-12 , ...,0(‏ )0,۲( 

حيث إن قيمة 13 أقل من 1 أو تساويهاء وكل من 2 , 12 أعداد صحيحة موجبة. في 
حالة كو ن 0=" تصبح المسألة غير مقيدة» وقد سبق لنا دراستها في الفصل الرابع. 
وتكون المسألة غير معرفة إذا كانت 11 أكبر من 1 . 

توجد عدة طرق لحل مثل هذه المسألة» وسوف نشرح بعضاً منها فى البنود 
القادمة من هذا الفصل» وهي طريقة التعويض المباشر» وطريقة تغيير القيود. 
وطريقة مضاريب لاجرانج . 


)١ ,۲(‏ طريقة التعويض المباشر 

تعتبر طريقة التعويض المباشر (7261100 15]1]101017ا5 17661ذك) من أبسط الطرق 
لحل مسائل البرمجة غير الخطية المقيدة بشروط المساواة. لاحظنا أنه يوجد في المسألة 
غير المقيدة عدد ١‏ من المتغيرات . وإذا كانت المسألة تحتوي على عدد 10 من الشروط› 
فهذا يعني أنها تحتوي على (2-50) من المتغيرات المستقلة . يمكن إيجاد قيم المتغيرات 
غير المستقلة والتى عددها " بحل مجموعة القيود أنياء وبالتالي نحصل على قيم 
جميع المتغيرات التي تحقق الحل الأمثل للدالة . 


لتوضيح طريقة التعويض المباشر لحل هذا النوع من المسائل نورد الأمثلة 
التالية . 


مثال )٥,۱(‏ 
أوجد ايعاد الصتدوق التي تجعل حجمه أكبر ما يمكن». بحيث يمكن وضعه فى 
كرة نصف قطرها الو حدة . 


المسائل المقيدة بمعادلاات T0‏ 
الحل 
لإيجاد الحل الأمثل لهذه المسألةء نفرض أن نقطة أصل أو التقاء المحاور 
الكارتيزية هى مركز الكرة» وهي في الوقت نفسه مركز الصندوق؛ أي أن حجم 
الصندوق يعطى بالمعادلة : 
و* × × 8= (و×:2×, f(x,‏ 017( 
مشا بادا ردان اندر ددرا في ایی بی اک ااا کا و 
نلاحظ أن آي نقطة مث مشتركة إحداثياتها ,× , × , + بين الكرة والصندوى 
لايد وآن تحقق العلاقة التالية : 
xX +X + K3 = 1‏ 8ق 
تحتوى هذه المسألة على ثلاثة متغيرات وقيد (أو شرط) مساواة واحد. باستخدام هذا 
القيدء یکن حذف أي من | غير 





ات فى دالة الهدف؛ فمثلا إذا اخترنا حذف +2 من 
المعادلة ٤(‏ , 0) لفل أ 
ا 


1 
1-1 وه 81 = )٥,٦( (x, ,x,)‏ 
أى أن المسألة تحولت إلى مسألة إيجاد القيمة العظمى للدالة ( < × , ٤)‏ في متغيرين 
وهى مسألة لا تحتوي على شروط . : سب العو اکر اس أل جا ا 


العظمى للدالة f(x, 3 X2)‏ فرق ای ا f(x,‏ الخدزثيتين ظ عن بالنسبة لكل من 
X2, 8‏ تساوی صفراًء أى أث: 


111 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





1 
0| 3[2ه- 3 1)| .ةك ا 


4 E. 
- 8 © ١1# 37 + موعت‎ E. 


1 
)1- X1 2 


بتبسيط المعادلتين (۷, ه) و(8/,ه), نحصل على : 
0= 5ه يود 1 


(0,۸) 


e 


Xî =X =‏ 
چ ر 1 
ومن الساوقة رة قدا E‏ = × وهذا الحل يعطي أكبر حج, 
للصندوق وهو : 


چ( 
رف8 كان ال تارا اکور قيمة ولیس لاس قر يسة» تليق اشرو 
الكافية على الدالة (×, ,*)4. فمن المعادلة (1 , )٠‏ يكن الحصول على المشتقات 
UGE EES E‏ سد (2× , ×) و تعطى كما يلى : 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۲۷ 


0 f(1 ×2) ____ 8×× 8× 
dx 1 -x x) (1 +7 تاه‎ 
X1 


1 
+ 2x, (1 - - 1-82 . 


ري )1۷3, 0211/1/3 
3- = ڪي ا 


المقصود بهذه العلاقة هو إيجاد قيمة المشتقة الثانية للدالة بالنسبة للمتغير ر × 
عند النقطة ( 1/3/3 , 1/3/3) 





gf کچھ اد‎ 8x2 
0% 0x» 8" مستت‎ 
(1 - چ و‎ 
8 د ا‎ 2 
Fa (1 - x -x2( 


أي أن 
6 (1/1/3 ._92101/1/3 
0X, 0X»‏ 
6 5 
٠ OX 5-5 2‏ ا 1 04 
و ۽ | 2 
(1x‏ ; 3 








۴۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





: أي أن‎ 
3 (N3. 1/3 ( = -3 
انسر کس یو‎ 
f Qf 
dx 0 0 | 
H, = 
f df 
١ 0x» 0X, 3x 





وبالتالي فإن قيمتي المحددتين الجزئيتين أو الفرعيتين لهذه الدالة هما: 
2 0 ع2 2 
لكل هله 2 hg, EE‏ 
و07 OX dx? 0 OX,‏ 
فإن مصفوفة هس للدالة أ تكون سالبة مؤكدةء ولذا فإن الدالة (و: , ,× ٤)×‏ تكون 
أكبر ما يمكن عند النقطة (× , *) أي أن حهم التدوق يكرن أكبرماع. 
النقطة (3ٌ × 7 E Ko‏ 








لان كلا من دالة الهدف ومعادلة القيد متماثلتان في وہ و8۴ یآ 
اسغبدال ایوا حااتر مايرم مغانت أو القيد- يجب أن نتوقع ابتداء أن 
تكون قيم الحل لأمثل هي وكيرت كير 

وحيث أن | = K+‏ > فإن قيمة كل منهما يجب أن تساوى 


Ê e Rî & ٤ 
df كما أن معرفة المشتقة ر تعين مباشرة ا‎ 


dx 


1 
5 
> (باستبدال 2× محل 8 7 وكذلك 








۴۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





: أي أن‎ 
3 (N3. 1/3 ( = -3 
انسر کس یو‎ 
f Qf 
dx 0 0 | 
H, = 
f df 
١ 0x» 0X, 3x 





وبالتالي فإن قيمتي المحددتين الجزئيتين أو الفرعيتين لهذه الدالة هما: 
2 0 ع2 2 
لكل هله 2 hg, EE‏ 
و07 OX dx? 0 OX,‏ 
فإن مصفوفة هس للدالة أ تكون سالبة مؤكدةء ولذا فإن الدالة (و: , ,× ٤)×‏ تكون 
أكبر ما يمكن عند النقطة (× , *) أي أن حهم التدوق يكرن أكبرماع. 
النقطة (3ٌ × 7 E Ko‏ 








لان كلا من دالة الهدف ومعادلة القيد متماثلتان في وہ و8۴ یآ 
اسغبدال ایوا حااتر مايرم مغانت أو القيد- يجب أن نتوقع ابتداء أن 
تكون قيم الحل لأمثل هي وكيرت كير 

وحيث أن | = K+‏ > فإن قيمة كل منهما يجب أن تساوى 


Ê e Rî & ٤ 
df كما أن معرفة المشتقة ر تعين مباشرة ا‎ 


dx 


1 
5 
> (باستبدال 2× محل 8 7 وكذلك 








المسائل المقيدة بمعادلات ۳۹ 
و الشيء نفسه ينطبق على المشتقات من الرتبة الثانية . 
ولاك ان هاا سق الك هه ايان 

تجدر الإشارة كذلك فى مثل هذا التطبيق ألا يتوقع الشرط الكافي لأن النقطة 
(x ES 5‏ لايمكن أن تكون ذمانة ص ےق لان الحجمالأصغر لابد أن يكون 
صفراً وذلك عندما 0 = ×= يع <. 


مثال )٥,۲(‏ 
أو حل الق الصسفرى للدالة: 
ا + + <( ج = ))1 ,)0 
مع الشروط: 
X, =X, = Û‏ [ يتب 
XxX FX, +X, = 1]‏ (۱۱ ,6( 


الحل 
تحتوى هذه المسألة على ثلاثة متغيرات وشرطين, أي أن لدينا متغيراً مستقلا 
ومتغيرين غير مستقلين. من الشرط ١١(‏ , 6) نجد أن : 
X =X»‏ 
وبالتالي فيمكن حذف المتغير × أو ر× من دالة الهدف والشرط .)٥,١١(‏ 
بحذف ر× تتحول المسألة إلى تصغير الدالة : 


(0,۱۲ f(x (و×.‎ = < )227 +× ( 


E E 
(o, 7) 2X, +X; =] 


١‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
2 1 ا 
f(x) = 1 - 4X, + 6»‏ 


وبذلك أصبحت المسألة مسألة د سغير غير مشروطة تحتوي على متغير واحد. 


پک الشرط الضروري لكي تكون الدالة (, :)1 نقطة طرفية أو حدية بوضع 
مشتقة الدالة أتساوى صفراً؛ أ أي أن : 





كل 
١( 7 (-4 + 12x, ) = 0‏ ,6( 


ا 


1 
من المعادلة السابقة نحد أن ج = × وبالتعويض في الشرطين ٠١(‏ , 0) و(١١0,1)‏ 





09962 
3 : 
3 ٭ اا ا 3 | 1 || ¥ ¥ 3 ظ 
لذا تكون النقطة الحدية هي |1 =( و وکا + ويتطبيق اشرو 
الكافية لمعرفة ما إذا كان للدالة أ عند " × نهاية صغرى او تھا كيرئ سسب 0 
5 


من المعادلة )0,١5(‏ ونعوض بقيمة × التي كانت 0< 6 - جك ؛ أي أن النقمطة 


1 


ا 4 نقطة نهاية صغرى للدالة (×, ر×, ,»)1 


ملا حظة 
لأن دالة الههدف ومعادلة القيد متمائلتان في و×, ر×, × ؛ يمعنى أن 
ادال اتا مكان الآخر لا يغير من صيغة الدالة أو القيد. ٠‏ لذا يجب أن نتوقع ابتداء 


المسائل المقيدة بمعادلاات ١2١‏ 


أن تكون قيم الحل الأمثل هي ×= 2< - ×. 

وحيث إن 1 = و + × + ,»ا فإن قيمة كل منهما يجب أن تساوي ‏ » كما 
ل E.S. BE‏ ظ زلك 
أن معرفة المشتقة 0 تعين مباشرة 37 رناشتيدان د × محل XA‏ (« وكد 

2 1 

01 
01 
ونهمس الب ره ينطب ( على المشجعقات من الرتبة الثانية . 
ولاشك أن هذا سيوفر الكثير من الحسايات . 

كذلك تجدر الإشارة فى مثل هذا التطبيق» إلى توقع الشرط الكافي لأن النقطة 
CET)‏ لايمكن أن تكون نهاية صغرى لأن الدالة لابد أن تكون صفراأً وذلك 


عندما 0 = ×= ×= ×. 








مثال )٥,۳(‏ 
أو جذ القمة الضصغرى للدالة: 
(x, 1 x2) = 567 + FE 2‏ (0١,ه)‏ 
رخو الش ب ط: 
XX, - 10-0‏ 00,0 


الحل 
تحتوي هذه المسألة على متغيرين وقيد واحدء أي أن لدينا متغيرا مستقلا وآخر 
غير مستقل (أي معتمد) ومن الشرط (15 , 0) نجد أن 0 عد  :‏ لقيم 1-1,2 وأن : 
10 


كن 


تغير × من دالة الهدف نحصل على : 





١ 5‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


5 . ظ 
f(x) = 521 + 10 + 2x, 10‏ 
X1 lx |‏ 





أي أن : 20 + + f(x) = 5x1‏ )0,1۸( 
خ 


وبالتالي تحولت المسألة من مسألة مقيدة ذات متغيرين وقيد واحد» إلى مسألة 
عير مقيدة بمتغير واحد. 

يكون الشرط الضروري لكي تكون للدالة (, »)۴ نقطة طرفية (أو حدية) هو 
أن تكون مشتقة الدالة ٤‏ بالنسبة إلى.: × تساوي صفراًء أي أن 

















e 10x, - 200 0‏ (55,رة) 
dx, E‏ 
من المعادلة السابقة تحد أن : 
xı = ¥20 - 5‏ 
5 س 
10 
لذا تكون نقطة السكون الحدية هي : (4.73 , 2.12) = [يٌ: . ؟*). 
تطبيق الشرط الكافي لمعرفة ماإذا كان للدالة ؟ عند × نهاية صغرى أو 
5 2 9 ظ 4 
اة كبرق نسب 2 من المعادلة (14 , 0) ونعوض عن قيمة × فتحصل 
١ 0‏ 
0 ل م ع د ظ د ا 0000 5 
على 0 < 40 - ج أي أن النقطة (4.73 ,2.12) نقطة نهاية صغرى للدالة 
jx‏ ل ` 


f(x; ,×2(‏ وتكون قيمة الدالة عند هذه النهاية اله مرشب : 


المسائل المقيدة بمعادللات ¥ 


12.12 4.73) = 5)2.12(“ +)4.73[2 + 2)2:12()4.73( 


9 = 
مثال (60,5) 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 
2 + و + =X‏ [و* , e‏ 1 (ع؟ره) 
مضت الشروط: 
6ع- +K; FK,‏ * 0010 
4 2 رخ + يغ + 0خ - (ê,‏ 


امحل 
تحتوى هذه المسألة على ثلاثة متغيرات وشرطين» أي أن لدينا متغيرا مستقلا 
ومتغيرين غير مستقلين . بالتعويشن عه واش القيد 17 ة) #حول المسالة إلى 


تصغير الدالة : 
2x» + 2‏ - ,2 - 2ع + (xı ,x2) > x1‏ 20,7 
وبالطرح بين المعادلتين 5١(‏ , 0) و(۲۲,٥)‏ يصبح الشرط هو : 


Xx, =]‏ )815( 
بالتعويض عن قيمة المتغير ,× باستخدام الشرط ۲٤(‏ , 0) في دالة الههدف 
(۲۳ , 0) تصبح صيغة الدالة هي : 
(x2) = x2 - 2x» + 1‏ (0,76) 
ولك أصيحت المسالة اة صخي قير فقيذنة رئ على معغير واحد. الشترط 
الضروري لكي يكون للدالة f(x»)‏ نقطة طرفية أو حدية هو وضع مشتقة الدالة ] 
بالنسية إلى و شاوی صفراء أي آن: 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ظ م 05 ظ ظ 
دود سمه :+ 6529 


ومن المعادلة السابقة تجدآن 1 - .» وحيث أن | = ,× من الث ط 
(" , 0) وبالتعويض في أحد الشرطين (۲۱, 0) أو(۲۲ , 4)نحصل على4 = ڕ× 1 
لذا تكون النقطة الحدية هي. (1,1,4) = (×, 2×, (*) وبتطبيق الشرط الكاقي 





2 

ا ا ع يد ° sk a‏ ا يو ا لقن ويه 

المعادلة ٤(‏ ۲ , ه) وعو ص عن فيمة X2‏ فنجد أن 0 < 2 - 5 01 ي أن النقطة 
X2 jx‏ 


الحدية (1,1,4) نقطة نهاية صغرى» وتكون قيمة الدالة عندها 10= [*«)؛. 


(O, 7‏ طريقة ن تغيير القيود 
المكرة الأساسية المستخدمة في طريقة تغيير القيود 056:2160©) 
variations)‏ هي إيجاد تعبير لصيغة مغلقة (0112) 64 للتفاضل الكلي من 


الرتبة الأولى گل للدالة ۴ ی ی ا 
j=1,2,...,m‏ , 0-(#)رع 
ثم الحصول على النقط المثلى المطلوب إيجادها بوضع التفاضل الكلي كك مساوياً 
للصفر. وقبل تحديد الطريقة العامة» سوف نوضح أهم ميزاتهامن خلال إيراد 
صياغة خاصة لمسألة تحتوي على متغيرين وقيد واحد. 
لنفترض أن المطلوب هو تصغير الذالة : 

(¥) f= f(x, 3 
: نحت القيد‎ 

(0,A) 9) : x2) > 0 


حل 


المسائل المقيدة بمعادللات ١‏ 

للحصول على ر× نحل معادلة القيد : 
,x2) =0‏ باع 
ولنفترض أنه يمكن التعبير عن ذلك بالعلاقة : 
)٥,( x» = h(x, )‏ 

بالتعويض من المعادلة (۲۹ , )١‏ في دالة الهدف تصبح دالة في متغير واحد؛ أي أن 
٠ ۴ = ٤)», , 1), ((‏ والشرط الضروري لكي يكون لهذه الدالة نهاية صغرى عند 
X2)‏ : 3 هو أن المشتقة الكلية للدالة f), : x2)‏ بال بة إلى , × عضب ألا تساوى 
صفراً عند [ و , *) والتفاضل الكلي للدالة (2×, f(x,‏ يكن كتابته على الصيغة : 





وك سد + رج سي = زوك )01 )٥,۳۰(‏ 
0 ظ 





شتقة الكلية بالنسية للمتغير ,× هي : 
dx‏ )2× , )01 [ي* , )01 [2* , »)كل 


dx, OK Hk HEK, 
: وبمساواتها بالصفر نحصل على العلاقة‎ 
50 01 df 
( ) - dx, + 72 dX» 


حيث إن 0 = ( 2× , ×)ععندنقطة التصغير. لاحظ أن الإزاحات ,× و ر×ل 
التي تؤخذ حول النقطة (2×, ×) تسمى تغيرات أو إزاحات مسموح بها 
)ئvarilation‏ eاadmissib)‏ إذا حققت العلاقة : 
dx, , x} + dx2) =0‏ + راع )0,۳۲( 
ولا كانت متسلسلة مفكوك تايلور (٣هارة٣)‏ للدالة (0,۳۲) حول النقطة 
[5* , (*) تعطى بالصيغة: 


بيت + روه ]ع - dX, , x2 + dx»)‏ + اع 


« »ل (T7?‏ 
اک 


علماً بأننا نفرض أن dX» dx:‏ مقادير صغيرة» وعنا أن 0=( ×, 30 » فإل 
المعادلة (۳۳,ه0) تنحصر فى الصيغة التالية : 
delxî ,x»‏ م , Qelxî‏ 
0 = ر dk‏ 3 [ ا , (x1, x2) dx‏ 











(0T £ d(x} ي زو‎ “| 0X» 
: بمعنى أن (ر× , ر ×)ع دالة فى , × فقطء فإنه يمكن كتابة المعادلة (7"5, 5 ) كما يلى‎ 
' 
dx, 
(o, 0) dx» = - ظ‎ 
2 3 
ا‎ 





وتعنى هذه العلاقة أنه عندما يتعين التغير (أو الإزاحة) × في × فإن التغير يتك 


بالتعويض من المعادلة ,۳١(‏ 5) في المعادلة ,7١(‏ 0) نحصلن على : 








2 عي “ 5 0,۳( 


يلاحظ أن أي اختبار لقيم 0 يحقق المغادلة (5؟7, 6» طالما كانيتة: 


١ 17/ المسائل المقيدة بمعادلاات‎ 
| : 
el s&s 
(0.۳۷) 01 Xı | df 


0 1 ا 





02 | 


¥ 
| 


وه والشرط الضروري لكى توجد نقطة حدية (طرفية) عند *× = ×. 


)٥, ٥( مثال‎ 
: أوجد النقط الحدية للدالة‎ 
(0,A) f(x, ,×2( - Cx x22 


حت الشرط: 
E(x x2) = x7 +X - a” =0‏ %0 31( 


الحل 
لهذه El‏ | متغير ان وقيد واحد. وبالتالى فإنه يمكن تطبيق المعادلة .هق 


لإيجاد النقط الحدية (أو الطرفية) للدالة . بإيجاد المشتقات الحزئية للدالة (/7, 0) 
والشرط ۳۹0 ,0) بالنسية للمتغيراك << ,ب تيحضيل على . 
df‏ ةيرح 96 


2 9 0X» 














في لديم ت 
CK 0‏ 


= 2X 2 


` O 8 








ونتظبيق المغاذلة (۴۷,ة) جد أن : 
x (2x, )j,. =0‏ اود ع2 + ej‏ #دكرو .| tot‏ 


أى أن : 8 2 له x‏ 
وبالتعويض فى القيد (أو الشرط) أي في المعادلة (۳۹, 4) حصل على : 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


1 ع س 
r FD) (r lf‏ | 


وفيما يلي ندرس الشرط الضروري للصياغة العامة لهذا النوع من المسائل . 





يكن تعميم الأسلوب الذي اتبعناه فى حل المسألة السابقة بمتغيرين وقيد واحد 
إلى حالة المسائل التى لها " متغير و 111 قيل . 


ار تار 
,2 . 1 2ق ; glE)=0ÛO‏ 


لاحظ انسر کل مساطةقية يكن الحصول على معادلة خطية في الإزاحات 
(2 . ... , 2 , 1 >1) , وءتل . لذا سوف يكون لدينا 117 من المعادلات الخطية فى ١‏ 
فی ناقا فزت تكن الس من د إزاسة بدلا کے من 991 ساك ` 

| یک استخداء هذا التعبير لصياغة التفاضل الكلى لدالة الهدف ]0 بدلالة 0-12 
من التغيرات غير المستقلة . باعتبار أن معاملات الإزاحات المستقلة تختفى فى المعادلة 
df=0‏ . 0 
ويمكن الحصول على الشروط الضرورية لإيجاد الحل الأمثل المشروط للدالة المعطاةء 
وباتباع الخطوات التالية يكن الوصول إلى النقط الحدية بالتفصيل . 

نوجد التفاضل الكلى لدالة الهدف الذي يعطى بالمعادلة التالية : 


)0,٤١( df = > )« (dx, + (°) x + ... + “د حب‎ ) dx, 


٠‏ × تمثل النقطة الحديةء وتمثل ( محل , ... , دل , ر×ل) فة إزاحات مقبولة لا 
نهائية الصغر (اة"1كع)انماگم:) حول النقطة ‏ ×. 


المسائل المقيدة بمعادلاات 15 
لاحظ أن : 
j=1,2,...,m‏ , 0-[*«ارع (0,55) 
أي أن القيو د المعطاة محققة عند النقطة الحدية » كما أن: 
¥ 11 
i | 8 0 £.(x '‏ 
dx;=0 , J=1,2,...,m‏ د + ر «)رع = g(x + dx)‏ وم 
X;‏ - 
: حيث إن dx”)‏ و و dX»‏ و dx = (dX,‏ هصومتجه الإزاحات أ لبو له تؤدى 
المعادلتان (؟: , )٥١‏ و(١٤‏ , 0) إلى مجموعة المعادلات التالية : 

















| 0 081 08 08 
0 = عن dx.‏ م ہے + dX, ۳ Ox dX»‏ 0 
٤٤( 0 dX, E E dX» 1 E Ox dx, = 0‏ 0( 
de de. 0 ْ[‏ 
dx, = 0‏ 57 اع عق e‏ 
0x 0 5 OK‏ 
لاحظ أن جميع المشتقات الجزئية محسوبة عند النقطة الحدية ا لا تو جد 
أى فائدة من فئة التغيرات 1-1,2....,2 , ;ل التى لا تحقق المعادلات (45 و ة) 


لأنها لا تحقق القيود المفروضة . يمكن حل المعادلات ٤٤(‏ , 6) للتعبير عن 11 من 
التغيرات» على سبيل المثال 12 الأولىء بدلالة المتغيرات المتبقية وبالتالى يكن إعادة 
كتابة المعادلات (5 : و )٥‏ كما يلى : 





























dX,‏ ل + ... + dx, + 0 dx»‏ ت 

- = dX - 0 03 1 EL dx, = h, 

- معتل ب + ... + E x, + 6 dk‏ 
his‏ = د ماني اا E‏ ت OE‏ لت ا 

En e, + ر نك‎ + + e dx, 

د > و 0 Kms = Km2‏ س 





تحتوي الحدود التي في الطرف الأيمن من المعادلات (5: , 5) على الإزاحات 
المستقلة مك , ... , بى × , رم × وبوضع أي قيم اختيارية غير صفرية لهذه 
التغيرات فإن قيم التغي ستقلة تعطى بالمعادلاات (5: , 0). 

يمكن حل هذه المعادلاات باستخدام قاعدة كرامر (1016 0181261'5)) لجل 


مجموعة من المعادلات الخطية فنحصل على dX,‏ مثلاً كما يلي : 






























































١١ المسائل المقيدة بمعادلاات‎ 
1 ع0‎ 08, 
١ د08 م082‎ 
1 082 08, 
Oks OX 
م9 هكف ى‎ 
)0,55( 0 2 د‎ 
ن‎ e | 
' | 922 dg, deg; 
BK OKs 0X 
dE d8 dB, 
| و0‎ 0 Ka 
برع‎ 28m مع‎ 
OX, OX, OX; 
ا‎ 
dg. 0 dg 
hı = - سے‎ ET, 7ض 5 وى‎ 
١ OX. dX m+ OK dX m+2 0X, dx, 
(0, ۷( ] 2:1 2 وء‎ 


المحددة فى بسط المعادلة (7 5 , )١‏ يمكن كتابتها كالتالى : 














تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 

































































d8:‏ 281 051 به 081 21 د96 ىن 
® # 0 8ع gmk‏ —— [ + ` = . 8 اله انه لت 21 
0X2 0X4 Ok‏ وت 016 0X34‏ 0 
d82 01 d82‏ , 082 ,08 082 
کار م كك 7 ريشا اع و a‏ 3 
0X3 OKs 0X2 0X3 OXm‏ 0 
Om Om ۳ dEm‏ ا 05 05 05 58 
0X2 0 mit 0X2 0X3 i‏ 
BB BB BB‏ 
dX” 0X 3 CX dX» 0 3 01 5‏ 
BB‏ شن BB‏ كن 
0x Ok Xm |... 0% 3 0X n‏ 0](م5,ه) 
ديه | Hn On, @a| dn Hn‏ 
CX 0 CK 0X2 0 0:‏ 
وباستخدام مفهوم اليعقوبية (120137) التالى : 
og 1 d81 05‏ 06 
0X3 00 mı‏ 0 بو 0 | 
d82 o82 05 082‏ 
OK ak 0X2 0X3 07 |‏ مك ١ 2 . ١‏ 851 1 (0,59) 
Xm‏ 9 و 3ر7 X m+k‏ 
Em Em En 05‏ 
0x mı‏ ۰ ش 3 dK m+k CX 2 dx‏ 


المسائل المقيدة بمعادلاات or‏ 


فكرة التعبير عن المعادلة (5 , 0) بالصيغة : 














hı HL A, QB, 
ئ0 و01‎ 01 
Ha 082 08 | و05‎ 
1 ظ د # د01‎ 2 ١ B2 + “+, Em 
دک‎ 0X3 OX تل ْ 5 2 1 1 | ا‎ 
Amt] و 62 و‎ X3 مأ وى م‎ 
١ 01 0X4 OX 


Km+l و‎ X2 و ... و 73و‎ Xm و وى‎ K2 ses Km 


وا | مك ,+“ + 22 ١‏ 51 | 1 0( 
يكن كتابة المعادلة (55 , )١‏ كما يلي : 


مكل 








و eee‏ و ثيك و 82 | واءءء و 0 و bj‏ 
وت :كارو دين الس 8110-14 j‏ 
مع 7 ... , 62 ووم Xml :72 X3 , <“, Km‏ 


| م و“ 52 ١‏ إر 
Eî «Rê vas‏ 


Momo +‏ يبب ب 
دأ م ع iî‏ امه د ea‏ و KI Rê ges‏ 


مم5 وءءء 9 B2‏ + 1م 


اا ا - إل + 
Xk 1 hms XK k+ | SERE Kw‏ و لاه دک و 2 


صر و...: د 8 , IF,‏ 
| 


61 yA ory Ke | 








(0,0) k= 


...< .2 1 سدع 


لاحظ أن للمعادلتين ١١(‏ , 0) و (57, 0) قيماً موجودة إذا كان : 


م١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


0 ع (6 , ه) 





مث ٠.٠ ٠١‏ : 82 , ا 


Kı و 22 و‎ as Ko 
: ,ه)‎ ٤١( بالتعويض من المعادلة (؟0 , 0) فى المعادلة‎ 


_ Of j E1 , 82:“, Em 
0 | و 63 و 52و جوم ة‎ Xm 

















2 Of ] 51 , E2 , ... ١ Em 
x | 


X | + m+ 3 X3 ؟‎ 4 û Ra + جر‎ 














O, . ا لخ‎ (00 Û 0 
E . 82 .... Sm | df إك‎ ١ و ترك‎ *** 5” bM ] 


QF j_2 Em ا‎ 
كن‎ Xm 





KI Kor, جص & , ال‎ 


, بور‎ E3 r" 





0 ا‎ B29, Sm | 


۸| 55 و ففق ي‎ Xm 


ا 82 , ا 


| سگ ب e‏ ي ۸2 8 3 0X»‏ 











ذكرنا سابقاً أن التخيرات کم عد و ونوک ےکا کیرات تیا 
الصغرء لذلك تأخذ قيما صغيرة جداً وبالتالي يكون الشرط الضروري لوجود نقطة 
حدية عند *×هو أن تختفى معاملات ,كنك , ... , وبمك , جل عند النقطة 


المسائل المقيدة بمعادلاات ١‏ 


١ 


Ei (Kievan) ج02‎ Ki sel فى‎ 





“.#3882 را 
0% 


4219262 yor Am و‎ Ee | 0X AI و.ءء و 6523 و‎ Km 


(0,00) | B129 “s Em | 





m+l ,. m+2,... n‏ = عا 


08 


OX 


| 0 2 


يوضع العمود المناظر للمتغير × مكان العمود الأول للمحددات الممثلة في 


OX 


08", 
0X 








المعادلات .)٠ , ٠٥(‏ يكن إعادة كتابة المعادلاات (00 , 0) فتصبح : 


E1 x S2 . ... . 8 
لي ع8‎ bm دا‎ 
m 


Kk ,و‎ 257 7 223 vons XR 


ا 
0X,‏ 











01 J 51 + E24 TE | 
0X 


4 3% و فة يټ دک‎ Xn ١ 











df | EI + E2 و‎ akg E : 205006 1 df 


وج وو 3 ه رکو Xk‏ ج01 


و ا la N‏ 
سرع و 3 پو هو و كلا ا بو دک ١ه Xk, ZX)‏ 


(3,0 1)" ر‎ 21 5 B2 5% مك‎ 5 
aT 


ظ [ جم كك و عاعء 3 Xk 8 2 3 X2‏ 


Mm+2 ,....0‏ , 2+1 = عا 


تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


يمكن كتابة المعادلات (05 , 0) بالطريقة المبسطة التالة : 

















wu نا‎ 




















d82 


0X 





E8 





OX 


7 





E1 , 2 , “+, Em 


Xk 3 | i د۸‎ jy KES 


(0,0۷) 


k = m+l , m+2,...,n0 


لاحظ أن المعادلات ٥۷(‏ , 0) والتي عددها 2-10 تعطي الشروط الضرورية لوجود 


نقطة حدية للدالة (×)۴ تحت " قيد مساواة 


اوسن ا1ك ,م 00 ->-(66رع. 


الشروط الكاقية للمسيالة العامة 

بحذف أول 10م المتغيرات باستخدام 10 من القيود الأولى» دالة الهدف ؟ 
معتمدة على المتغيرات المتبقية م ٠“‏ + يبو زبرووء . باستخدام مفكوك متسلسلة 
تايلور (:10/ز18) للدالة f‏ بدلالة هذه المتغيرات حول النقطة الحدية *× الذى يعطى 


كالتالى : 


المسائل المقيدة بمعادلات 0۷ 


“اك 3 | چ I(x‏ :لب * 16 
X:‏ 


31+ [ 





١‏ ع+2ج )جح ٠.‏ زكرةر قي 
kK; (Xj; 0‏ 1 ُ3 3 55 ج 
i=m+1 j=m+1| OX; OX;‏ !2 


عحيث ترهيز | للمشتقة الجزئية بالنسبة للمتغير × (مع الاحتفاظ بالمتغيرات 
OX; u‏ ظ 








وك ١‏ د 42ز امز وز ٠ه‏ و وء ابم × ثأبتة)» يسمح للمتغيرات 

X^ : 2‏ 5 : م ا ر ك 
1 

د 12 زل, 0ع لق عه" عع : والشعقة الخرئية الثائية لقت ظ 
حك حي El‏ 





ل الأولى. 


تستخدم في تعريف معنى مشابه لما سبق تعريفه بالنسبة 


مثال )٥, ٦(‏ 
نفرض أننا نود تصغير الدالة : 
f(x, ,X2 X5)‏ = )1 
تحت القيد التالى : 


E(x) =x + x + x3 - 8 =0 


التوضيح 
حيث إن 3= و m=‏ فيمك التفكير فى اختیار أي ۳ من المتغيرات وليكن 
8 قير قير سيتقا.: وبافي المتغيرات 1-١‏ هي ر× و X3‏ مستقلة . على سبيل 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


المثال. المشتقة الحزئية المقيدة | 3 
00٠‏ 


الاحتفاظ بالمتغير المستقل و × ثابتا) وفي الوقت نفسه نسمح للمتغير , ×بالتغير حول 
النقطة *< بحيث يتحقق الشرط 0 = (*8)رع. يشرتب على ذلك أن رعنل یکو 
اختيارها لكي تتحقق العلاقة 


(x "J, + e ) م وك‎ ١ وين‎ - 0 





ا تعني معدل تغير الدالة أ بالنسبة إلى × (مع 





(0,04) g(x" +dx) > رع‎ )2 ( + 3 


أى أن : 
0 > يعتل:2 + ,عل 2 
حيث إن 0 >( *)رع عند النقطة المثلى و 0 = ج02 ( + ثابتة). 
لاحظ اد0 ,| چ) لجميع قيم ا خ1 , ...ب a FÎ , MEZ‏ 
وذلك لأن جميع التغيرات »لك التي تظهر فى المعادلة (/0 , 4) مستقلةء ولذلك فإن 
الشروط الضرورية لو جود نقطة مثلى *× يكن التعبير عنها بالصيغة : 
i= m+l ,m+2,...,n‏ , 0- ا 
يمكن إثبات أن المعادلات (50, 0) هي نفسها المعادلات (/01 , 5)» كما فى 
حالة الهجة غير المقيدة ذات المتغيرات المتعددة التي سبقت دراستها في الفصل 


الرابع . يكن إيجاد الشرط الكافي لكي تكون تھا ری او کر ی) تة 
والصيغة التربيعية ل©. في هذه الحالة. تعر ف والمغادلة" 


0j |‏ کا 2 ف ااا 


ı=m+l =m+| 


رن عوبر شا یی الات لقيم #0 dx.‏ 


IM Û ey ms st 


)٥,۰( 





„ 








المسائل المقيدة بمعادلاات 8 ١‏ 








m+2 | ox +1 OX 1‏ 0 05 . ف 0x‏ 
مم2 8 03 0 
m+2 0X n‏ 01 | ۰ ا 0 ) ا | m+20X m+‏ 01 ظ 
0X 1 01 m+ | 3 0x n OX m+ 0X : ١ ١‏ 
تكون مؤكدة الإيجاب ( السلبية) لكي تكون © موجبة (سالبة) لكل الاختيارات لقيم 
6ك . 
مثال (لا, ه) 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 
7 2 7 7 ظ | ش 
TG EFF‏ 1001 )0,11( 
تحت القيدين : 
2y, + 3y; +51 - 10 =0‏ + ,لاع (8,)37 000 
0= 15 - ىلا6 + 2y, + 5y;‏ + رلا > (82)38 1ق 


الحل 

يمكن حل هذه المسألة يتطبيق الشروط الضرورية المعطاة بالمعادلة (oV)‏ : 
حرث 4-] وو m=2‏ لذا يلزم اختيار متغيرين مستقلين . سوف نوضح أولاً أن أي فئة 
اختيارية من المتغيرات لا يكن اختيارها كمتغيرات مستقلة » حيث إن باقى المتغيرات 


1١ * 


تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(غير المستقلة) يجب أن تحقق المعادلة (0 , ©) . 
باستخدام مسميات المتغيرات في المعادلات من (57 , 0) إلى (55 , 0) ء 
وبق رضن اة الف خي رات ال ت قلقي ولا > وى ولا ع ,* لذافإن 
,لإ = ,× ى دلا > 2× غير مستقلة وبالتالي» فإن اليعقوبية (07 , 0) تصبح : 














d8, 
لا0‎ 1 2 

= = Û 
dg» E 
y2 





d81 

0 
1 E, 2 | 4 
| *1 ×2 | 08» 
ل01‎ 


وبالتالي فإنه لا يكن تطبيق الشرط الضروري المعطى بالمعادلات (0,57) . لنختار 
فئة من ال شسرات المسحقلة م اة عن الفئة السابقة. ولت 2-2 ي هلا > و 





المعادلة اليعقوبية ( 01 9 گفا فی 











0 1 
dy 3 1 3 

= =2 20 
dy 3 


خيرات مستقلة وبالتالي فإن ,لا = ,× و ولا - × متغيرات غير مستقلة . فتصبح 








١ 
ا‎ 82 | yi 
5 d82 
dy 


ولمثل هذا الاختيار يكن تطبيق المعادلات (لاه ,ه٥)‏ » بوضع 3 = 0+1 = k‏ نحصا 


على المعادلة الأولى كما يلي : 


2 








082 
dy; 





0= 2-2-2943 )و «+(2)10-6 -(105-3ه 


المسائل المقيدة بمعادلاات 














وه 
0y;‏ 02 
E 81‏ 
dy,‏ د dy‏ 
و08 02| 
dy» dy,‏ | 





Of 
OKs 





dg, 
dk» 





d82 
dks 





وبو ضع 4 = ١‏ = 2 + " = ) نحصل على المعادلة الثانية : 


Ca 


ول إل 4ل 
dg,‏ 


dy 3 


d8» 
دلا0‎ | 








Of 

















Oy 4 dy 
LL هه‎ 
dy 4 dy, 
d8» 06 
4لا0‎ QY, 





df 
0X» 





08 





dx, | ٠ 


d82 
OX» 





(5-6)ءلا + (25-18) ,لا - (4)5-3 ¥ = 


IY <¥; =0 


لاك ا 


01 
dx, 


08 
dK: 


082 
ox. 





df 
0X, 





08 
dx, 





082 
0x 





df 
0x4 





| 08 
| 0x4 





d8» 


0x4 








(5760,ه) 





(ê, TÛ 


وهما الشرطان الضروريان لكى تكون للدالة أ قيمة صغرى أو قيمة عظمى كما يلي : 


5 
02 م 1 


)6 WY) 


3 > رلا/ - 4 2¥ = ولا 





بالتعويض من المعادلات (1۷ , 0) فى معادلتي القيد(0,77)و(60,55) نحصل 


5 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


5 > ڕ 16¥ + ولا15- 
والتي نحصل منها على الحل الأمثل كما يلى : 


00 1535 25 9= + ابي 
د , ققد .)زر یر ر 


ولمعرفة ما إذا كان للدالة ()؟قيمة صغرى أو كبرى عند النقطة *ل » أي 
لتحديد نوع النهاية عندها نطبق الشرط الكافى للتحقق فيما إذا كانت المصفوفة التالية 
مؤكدة الإيجاب (أو السلبية) . 














_ | f 40ے‎ f 
dk 0X, dy dy, Oy» 
ye 02 0 
ظ‎ 012 5 OY» لا0 لآ0‎ 4 y=y 
1 0 
|o 1 
: وقيم المحددات الجزئية أو الفرعية الرئيسة هى‎ 
|1 0Û 
احا ا‎ 
0 1| 





ى أن المصفوفة مؤكدة الإيجاب عند النقطة * ل ء وهذار يعنى أن للدالة نهاية صغرى 


عند هله النقطة وشيمتها : 
25985 د لين ون ولب 197 


المسائل المقيدة بمعادلاات 
مثال )٥,۸(‏ 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 
(x)= 5 +X +X‏ 
=X - < = 0‏ ))8 
82(X) =X - X2 +X - 1= 0‏ 


| ل 
کر حل هذه ا س لبه 





1۳ 


(0, A) 


)٥,14( 


(¥) 


ى الشر وط الضرورية المعطاة بالمعادلات »)٥, ٥۷(‏ 


حيث 7-3 و 51-2., لذا يلزم اختيار (2-71-1)متغير مستقل وليكن و×» وتكون 


المتخير ات غير المستقلة فى ,کو رل 
المعادلة اليعقوبية ("07 , 4) فى هذه ال حالة هى : 


205 d8, 
dx 0X» 1 | 








2 


dx. 


2 





والآ نمكم تنظبيق المحادلات 59/7 ,ة). 
بوضع 3 = 1+« = » نحصل على المعادلة الأولى والأخيرة 


2 و‎ dg 0 17 


١ "4‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 











Qf df 
OK, نه‎ 
فلا & 4خ‎ 
dg, dB, 
E7 0x =٢ 1  -1 
1 1 1 
0&8, dB» 
0x, 0X, 





=x. (+1) - +, )0+1( + x,(0-1) 
(¥ = 2X, - | - ي*‎ =0 
الشرط الضروري لكى يكون للدالة ()1 قيمة صغرى أو‎ )0 ,۷١( تعطي المعادلة‎ 
ومن المعادلتين‎ ٠ ×١ = و (0,171) نحصل على ج‎ )١ ,۷١( عظمى . من المعادلتين‎ 
وبالتالي تكون النقطة الحدية‎ ٠ × = <5 = نحصل على ج‎ 0 


+ ل 7= ا (x‏ 
هي | چ چ چا د زوا رہ با 


وذلك بمعرفة ما إذا كانت المصفوفة التالية مو كدة الإيجاب (أو السلمية)» فنجد أن : 


م 2221| _ | f)‏ 
3 ظ 1 











| س 
OX‏ 


وحيث إن محددة هذه المصفوفة [ = | 1 | فإنها مؤكدة الإيجاب وبالتالى 


ا 0 1 1 1 1 1 
ون إلدانة i‏ عرو عد ۸ وس حت | ےم چ ا 
تكون ييه مسر عبد دي م6 9 3 ع 


حصلنا على النتيجة نفسهاء وتنطبق نفس الملاحظة المذكورة فى نهاية ا مال (7 , ۴) 


المسائل المقيدة بمعادلاات 0 ١‏ 


على هذا المشال أيضاًء وفيها لابد ألا تكون نقطة الأصل (0 , 0 , 0) هي النهاية 
الصغرى كما توحى بذلك دالة الهدف» لأن هذا الحل لن يحقق القيد (0,10) برغم 
نحقيقه القيد (19 , 0) . 


تبدو طريقة تغيير القيود بسيطة من الوجهة النظرية» إلا أن لها صعوبتها من 
الناحية التطبيقية للأسباب التالية : 

١‏ - تطلي الشروط الضرورية خساب محدوات من الرتبة 1+ وقد لا 
يكون ذلك سهلاً مع كبر قيمة 10. 

؟-تتظلب الشروظ الكناقية حاب ال قات الثانية للشسروطة 





ظ df‏ 
0X; 0 jg‏ 
لهذه الأسباب سوف نناقش طريقة مضاريب لاجرانج في البند التالي. وهی 


طريقة شائعة الاستخدام فى حل المسائل متعددة المتغيرات ذات قيود على هيئة ( أو 
صبغة) معاد لت . ظ 


٤(‏ , 0) طريقة مضاريب لاجرائح 

فى طريقة التعويض المباشر كنا نتخلص من ! من المتغيرات في دالة الهدف 
يمساعدة " من معادلات القيود» فتتحول المسألة اما غير شرو فى عدد 
2-0 من التغيرات المستقلة. أما فى طريقة مضاريب لاجرانچ i serane‏ 
multipliers)”‏ التي ندرسها فى هذا البنده فتتم إضافة متغير واحد مناظر لكل قيد أ 
أنه إذا كان للمسألة الأصلية 2 من المتغيرات و "۳ من معادلات القيود» عندئد يصبح 
العدد النهائى للمجاهيل (8+77) . سوف نلاحظ أن طريقة الحل تكون أبسط بإضافة 


E‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


المنغيرات الجديدة. لتوضيح خطوات هذه الطريقة» سوف نعطى فى البداية مغالاً 
بسيطأ بمتغيرين وقيد واحد» ثم نتدرج إلى مناقشة المسألة العامة التى تتكون من 2 من 


المسائل بمتغيرين وقيد واحد 
ليكن لدينا مسألة تضغير الدالة : 
z= f(x, , X2)‏ )0,۷1( 
نحت القيد : 
,X2) =0‏ ب«اع (ONY)‏ 
لقد ناقشنا هذه المسألة من قبل في البند (۳, )١‏ ووجدنا أن الشرط الضروري 
لكى توجد نقطة طرفية عند *× = × ۴ 


= 0 1=1,2 


3 353 عه 
1 2 ظ )٥,۷٤(‏ 


0x, 08/02 E 3 


بتعريف كمية ولتكن | و سوبي مضروب لا جرانچ بالصيغة : 
|2« 01/0] 2 
(x ,×2(‏ 9*2 /98 | 


عندئد يمكن كتابة المعادلة )١ ,۷٤(‏ بالصيغة التالية : 
و ظ ۸ ا (o7‏ 
(x 89|‏ 


ع0 OK,‏ 
وأيضاً يكن كتابتها بالصيغة التالية : 


(0,۷0) 








df dg | 
2 le 2| 


بالإضافة إلى ذلك فإن شرط المساواة يتحقق عند النقطة الطرفيةء أي أن : 


(0,۷۸) (x ,X×2() =0 





المسائل المقيدة بمعادلاات 1۷ 
5 , 6 نقطة طرفية أو حدية . 
dg‏ 


يلاحظ أن المشتقة الجزئية ك عند النقطة (× , ×) يجب أن تكون غير 
2 


صفرية حتى يكن تعريف |ء ويمكن اشتقاق الشروط الضرورية المعطاة 
بالمعادلات(۷1, )٥‏ - (۷۸, 6) بتكوين دالة أ المعروفة بدالة لاجرانج حيث 

وكا بتاع + يلاه |2 ون x,‏ (14, 0) 
فإذا ساوينا المشتقات الجزئية لدالة لاجرانج بالنسبة إلى جميع المتغي 
بالصفرء فإنه يمكن الحصول على الشروط الضرورية المعطاة بالمعادلات (6,15)- 
(01/8) كمايلى: 





8 ل 1 


OX. 





(0,۸۰) x ا‎ .2 35 





والتي تتحقق عند النقطة الطرفية و 1 


سوف نعطى فيما بعد الشروط الكافية للتأكد من تحقيق ا حل لمتطلبات المسألة 
في الصيغة العامة . ' 
١‏ 
مال 4 ,5) 
او جذ القيمة الخ ق للدالة: 


١7‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


)+ 2 )=( ع 


ت القبدك: 


الحل 
لحل هذه المسألة نكون دالة لاجرانج وهي : 
f(x, , x2) +2 8) . *2[‏ = ا وک L(x;‏ 


(x - 2(2 + (x2 - 22 +(x +X» - 6‏ 
الشروط الضرورية لتصغير الدالة تعظ.. بالعللاقات التالية: 


dL 
(0,۸1) S1 = 2)x,-2( +۸ =0 








QL 

Co = 2]7-2[ +۸ =0 
2 22 

(0 ,AT) به‎ 


+X” - 6 =0‏ عت 
02 


وبحذف ۸ من المعادلتين ,8١(‏ 0) و(87, ه) نحصل على : 
و2 - 4 ع ,2 - 4 


والتى منها نحصل على : 


ى 


2 
0ك لك 


وبالتعويض في المعادلة (۸۳, 4) نحصل على : 


4 3% 


ملا حظة 
وتنطبق نفس الملاحظة المذكورة فى نهاية المثال (۸, 4) على هذا المثال أيضاً 


المسائل المقيدة بمعادلاات Es‏ 


وفيها لابد ألا تكون نقطة الأصل (0 , 0 , 0) النهاية الصغرى كما توحي بذلك دالة 
الهدف . 


يكن قح ميم الشروظ ,۸٠(‏ 8 لت تناس اة العامة الى بكرن بها 
ترآ ۳ من معادلات القيود. ويمكن صياغة النتيجة فى النظرية التالية : 


نظرية )٥,١(‏ 
الشرط الض روري لكى يكونلددالة («)1 مت القيود 
ظح ا > [ يذاه (عتاج فياية غ رج نسيبة عند القطة × 
مواقا دة اتال ية الأولى لنالة لاسمرائه ا 


[حيث 5 ١# , ۸2 E‏ مو .... و 62 , ا | بابب ةلمر گات 


مها( 018 تامف أوونة بج & د قن و وى Bu‏ ¢ هه 23262 73 





البرهان 
إذا كانت * × هى النقطة التى تأخذ عندها الدالة نهاية صغرى مشروطة» فإن 
0 يجب أن تساوى صفراً عند النقطة ‏ ا أي أن : 


2 dx کر‎ 
7 


df 
dx 


Of 
OX. أنه‎ 


T1 





dX; + ... + 


)0,8( 


نلاحظ أن كلا من ال £ ات الجزئية فى العلاقة ,۸٤(‏ 0) تساوي صفراً في 
حالة حسابها عند النقطة * × وأن :07 (1-1,2,...,0) إزاح ات مقبولة 


1۷۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
variation5(‏ eاdmissibه)‏ حول النقطة ‏ ×. يجب أن تحقق فئة الإزاحات المقبولة 


1 


g(x + dx) = lr ب‎ „dX; =0 
(0,۸0) إن‎ 0 jx =x 


وععبث إن 172...ءوش ,1 عالق ,0ة | "دارع وذلك عند النقطة الحدية فإن 
المعادلات (80/, 0) تصبح : 


لاع مرك .1 12[ ;0= ۴ دا ا لتقب 85) 


Xi 


بضرب كل من هذه المعادلات في ثابت A۸‏ فون ی 
سةك بالصغة: 





dL = df + 2 ا ج‎ dx; 
ادر‎ =| ۸ 





يمكن وضع المعادلة الأخيرة فى الصيغة التالية : 


GN) dh 2 -)< 3 FA ا‎ 08 


1 | «ر 


لقدار 0= اقل ظ ١‏ "خارعة 
الممغدار 01-0. والمقدار !]1 ,...,2 و1 > [ ,0 > dx,‏ زر 2 لوجود عدد 


3 من الشروط. لذا فإنه يكن اختيار ١-۳‏ من المتغيرات المستقلةء بفرض أن 
و ra sa‏ هي فئة المتغيرات غير المستقلة . 
الآن نختار فيم (111 , > Ai (1 a 1L‏ بحيث إن المعاملاات (التى عددها 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۱۷۱ 
للتشيرات ءءء 2 1ت 6 ,ينك تصبح صفراًء لهذا تعرف .۸ بالمعادلة : 


af ¢‏ 
33 وديت +1 كز 0= کد :۸ر + سے 


j اع‎ J 


تعتوى المعادلة (۸۷, 6) على التغيرات ,كك , ... , وبمك , ببسل والتي تناظر 
المنغيراث غير المستقلة × ,> ء و . بم لاحظ أنه یکن اپار قيم غير 
صفرية لهذه المتغيرات وحيث إن 01 يجب أن تختفي لكل الاختيارات لقيم 
dXmrı > GX m42 » ..., dX,‏ ء فإن معاملات كل هذه التتغيرات يجب أن تنتهي 


ويكون: 


o8‏ (8,ه) 


af >. 08; 


2 , ...هو 1+2 , 7+1 ع ل , 0 7 * يش + 3 )0,۸4( 
افترضنا من هذه المناقشة أن القيود محققة عند النقطة الحدية » أي أن : 
,م ..., 2 , 1[ ع[ ۽ 0=( g(x‏ ( .ةع 


يمكن اشتقاق المعادلات (۸۸, 4) - 100 , 0) ببناء دالة لاجرانح حيث : 
L(x A) =x) + Aj 8;(x)‏ 
ل 
و-حىث إل : 
اا کوک چا سا 

تم وضع المشتقات ال لحز ئية الأولى للدالة مآ بالنسبة إلى مركباتها (31:8101261015) تساوي 
صفرأفإننا نتحصل على المعادلات (/0,8) -(0,40) التى تعبر عن القيود 
القبروربة لتهاية رى نسية للذالة 7( عند " ×. 


الشروط الكافية للمسألة العامة 
نقدم فيما يلى نظرية عن الشروط الكافية للمسألة العامة لكي يكون للدالة 


3 ` اها ضفري مقروطة عرد‎ (x) 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۱۷۱ 
للتشيرات ءءء 2 1ت 6 ,ينك تصبح صفراًء لهذا تعرف .۸ بالمعادلة : 


af ¢‏ 
33 وديت +1 كز 0= کد :۸ر + سے 


j اع‎ J 


تعتوى المعادلة (۸۷, 6) على التغيرات ,كك , ... , وبمك , ببسل والتي تناظر 
المنغيراث غير المستقلة × ,> ء و . بم لاحظ أنه یکن اپار قيم غير 
صفرية لهذه المتغيرات وحيث إن 01 يجب أن تختفي لكل الاختيارات لقيم 
dXmrı > GX m42 » ..., dX,‏ ء فإن معاملات كل هذه التتغيرات يجب أن تنتهي 


ويكون: 


o8‏ (8,ه) 


af >. 08; 


2 , ...هو 1+2 , 7+1 ع ل , 0 7 * يش + 3 )0,۸4( 
افترضنا من هذه المناقشة أن القيود محققة عند النقطة الحدية » أي أن : 
,م ..., 2 , 1[ ع[ ۽ 0=( g(x‏ ( .ةع 


يمكن اشتقاق المعادلات (۸۸, 4) - 100 , 0) ببناء دالة لاجرانح حيث : 
L(x A) =x) + Aj 8;(x)‏ 
ل 
و-حىث إل : 
اا کوک چا سا 

تم وضع المشتقات ال لحز ئية الأولى للدالة مآ بالنسبة إلى مركباتها (31:8101261015) تساوي 
صفرأفإننا نتحصل على المعادلات (/0,8) -(0,40) التى تعبر عن القيود 
القبروربة لتهاية رى نسية للذالة 7( عند " ×. 


الشروط الكافية للمسألة العامة 
نقدم فيما يلى نظرية عن الشروط الكافية للمسألة العامة لكي يكون للدالة 


3 ` اها ضفري مقروطة عرد‎ (x) 


۷۲ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
نظرية (۲ ,ه٥)‏ 

الشروط الكافية للدالة («)1 لكى يكون لها نهاية صغرى نسبية عند * × هو أن 
تكون : 


a, e,‏ قي :505 دن يفطت 
i= j=ا 0X; 0X; 1 j‏ 


والمحسوبة عند النقطة دح 5 4 مؤكدة موجبة لكل قيم × ك . 


البرهان 
دالة لاجرانج لهذه المسألة هى : 
هارع نه يق + L(x, )= (x)‏ 0,0( 
فإذا كانت ” × نقطة حدية للدالة (۴)۸ فإنه يجب أن تتحقق جميع الشروط : 
0اك . 0 - g(x")‏ 
فإذا كانت 07 متجه التغيرات المقبولة حول النقطة x‏ > فان النقطة جك + x*‏ 
يجب أن تحقق الشروط العطاة ولهذا فان: 


65 .352( g(x” +dx) =0 . a12 0 
: تؤدى إلى أن‎ )0 , 45( - ) 6 , ٩۹۲( المعادلات‎ 
(6, 56( L(x + ا‎ , 7 Lx" : x) = f(x + dx) x) 


وحيث إن " × نهاية صغرى نسبية مشروطة للدالة (»)۴ فإن: 
f(x + dx) - f(x ) >0‏ (1 6( 
نؤدي المعادلتان (46 , 0) و 952 , 0) إلى العلاقة : 
(٥ ,۹۷( L(x dx, Aj La’ ,2[ <0‏ 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۷۳ 


يعطى مفكوك متسلسلة تايلور(133/10:7) للدالة حول النقطة 





5 2 (باعتبار أثابت) 








: بالصيغة‎ 
Lx* + عل‎ ,2) 95 L(x E ° dx; 
(٥, ۹۸( لعا د‎ ۸ | 
0< 0 > [ 
L(x .2[ 


للنقطة *× » فإن إشارة الحد الأخير من العلاقة (4 , 0) : 





L(x , ۸)‏ اه 
0x, 0x, 205 EF‏ 292 
سوف تكون هى إشارة الحد : 
dx; dx,‏ 9 د إلى عندة بي 3 


أاعدر |= 
نفسها ولكل التغيرات الصغيرة المقبولة :017 وعلى ذلك فإنه لتحقيق المعادلة 
8,1( يجب أن تكون القيمة : 


= e ا‎ 5 * ,2[ dx; dx; >0 


ادر |= 


لكل التغيرات المقبولة ,0 (" , لل 1 س8 ا کا ا فی 


وفيما يلى نورد مجموعه من الملاحظات : 


V€‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


اذا كان ` 


ص 


ظ 50" 021 : ِ ظ 
A) dx; dx; <0‏ , سج 2 سبق 


سالبة لكل الاختيارات للتغيرات المقبولة ;جل . فإن * × سوف تكون نقطة نهاية 
عظمى مشروطة للدالة («)1. 


ملاحظة (؟) 

لكي تكون الشروط الضرورية للصيغة التربيعية © والمعرفة بالمعادلة (45 , 0) 
موجبة (سالبة) محددة لكل التغيرات المقبولة” ۵ يجب أن يكون كل جذر ,2 
لكثيرة الحدود المعرفة بالمعادلة المحددية التالية موجباً (سالياً) : 


(Lı - Z) L2 L3 عاه‎ | Lr ESI 52 


(L22-Z) La ... Lan 812 522 ٠٠٠‏ مآ 





د ع (L2) i Eo‏ 0008 مآ نآ نآ 4.4١‏ ۵( 
0 )( 10 ف ه 5 85134 212 ا1 
6 0 م52 E | 8523 ٠٠0٠‏ ا82 
o» 3 8 () 0‏ ء ml 3 m2 Emî‏ 3 


ال کے ر ١رف‏ 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۷0 


وأن: 
0 كلد 


x‏ - ك8 اا 
j‏ 


انظر هانكوك )1960 (Hancock‏ . 


ملاحظة (۳) 

بعد فك المحددة (44 , ۵) نحصل على كثيرة حدود من ارپ و ادا كان 
بعض جذور المعادلة الناتجة سالباً وبعضها الآخر موجباًء فإن النقطة ”© لست نقظة 
حجلية . 


سوف نوضح فيما يلي تطبيقات الشروط الضرورية الكافية لطريقة مضاريب 
لاجرانج باستخدام بعض الأمثلة . 


مثال )5,١٠١١(‏ 
أوجد النقطة التى تأخذ عندها الدالة : 
(x) = > (< + ×2 + ×7 (‏ 
قيمة ضغرى تحت الشروط : 
() = دخ - 26 


الحل 


L(x , [وء , و*‎ = > +X +X} 51+24 (x, -×2( 


+22 (x, +X» +X; -1) 


۱۷٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


فإن الشروط الضرورية لإيجاد القيمة الصغرى للدالة أ تعطى بالعلاقات : 
0= جم + +A,‏ چو (9١ىةق)‏ 

02 

dL 
01 


0 = ۸+ و (£ ١‏ .ومع 
0X3‏ 





0 > جم + :ث2 - و ع- )0,1۳( 


0= و<- ,×= ب رما (o,‏ 
08 


dL 
د02‎ 
: بحل المعادلاات (۲ ٠آره)-(57١٠,ه) انیا نحصلا على‎ 


٠ .*» [1 1 
E ١ جح - = و 7 » وبق‎ 
1 


OTT 
)0 , 44( وذلك بإيجاد عناصر المحددة‎ 





























2T | 2 [‏ 
0 - | # ¥ ی [ = a‏ 
0X2 (x 5‏ 0 0 0 
2 2 
TE = 0‏ بل : 0 ب ٠‏ ظ ف 0 ظ وى 
0X, 0X3 (x ,2 °) 0X2 0X, (x ,2")‏ 
2 2 
ا .گے یا وال + 0 لحي 
0X2 |x", ( 0x2 0X3 |)x* , 2 (‏ 
0 1 __ 8- 3 5 
ق ا E”‏ = رونل , متحت چ وی 
توخي Ko‏ بيه 5و ")| x,‏ رعق 5 








المسائل المقيدة بمعادلات ۷۷ 





























56 02 
a 2 ۴ >‏ 33 
ا x‏ و 
dg, dg,‏ 
ب شتت a‏ ۽ = N‏ 
*ي | dX, 35 OX»‏ 
0 06 
[ - 3 - رويعم , 0 عه 53 
فى ويه ايم ` 
d82 082‏ 
[ = مح ت وون [ = د 822 
dx 5 2 OK 5‏ 
وبالتالى تأخذ المحددة (14 , 0) الصيغة التالية : 
1 |1 0 0 
 -1 31‏ 0 1-72 
)٥,۱۷( 0 1-7 0 1| - 0‏ 





وبمك المحددة فى الطرف الاسر نحصل على المعادلة : 


0 - 1-7 
وهذا يعطى : 


z= [‏ 
وحيث إن قيمة 7 موجبة فإن النقطة [ 5< , × , ؟*) والتى حصلنا عليها تناظر نهاية 


صغرى للدالة . 


۱۷۸ تقثيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


مثال (١١,ه٥)‏ 
أو جد القيمة الصغرى للدالة : 
(x)= (x, -3) + (x2 - 4[*‏ 
تحت القيل : 


7 > رو + «2 


الحل 
لأ حمل أن ذال لاجرانج لهذا المثال هي : 
L(x, 5-5 .3[- x - 3[2 + )xر‎ -4[2 + 2:2 +X» - 7(‏ 


وهده تعطى الشروط الضرورية لإيجاد القيمة الصغرى بالمعادلات التالية : 








5 dL . 5 

(0,۱۰۸) 5 =2), -3( + 2 =0 

(6, ١١9( oL = 2X „- 4( +۸ =0 
01 : 

)6 Y7) سك‎ 


0۸ 


وبحل المعادلات (8١١و0)-(١١١0.1)‏ نحضل على : 


31 =-12,% = 34K = 8 


(0,1۰۸) 


لعرفة ما إذا كان هذا الحل مناظراً للقيمة الصغرى للدالة ۴ نبحث الشرط 


الكافى فد أن : 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۷۹ 




















م اكاد الك 
[ 2 عا 0X (x, ( 0X, 0X2‏ 
dL dL |‏ 
a * * | 2‏ 2 + 5 ل IT‏ 
0X2 0X, |)*.2*( 0X2 | (x, (‏ 
08 ظ 0 
1 = د پا شت ح ررع 
OK le Oks la‏ 
وبالتالى تأخذ المحددة (484 , )٥‏ الصيغة : 
2 [) تسم 
0 |1 2-2 0 (1151. ه86 
0 1 2 
وبإيجاد قيمة المحددة ننحصل على المعادلة التالية : 
)ا 0 - 32 
ومنها نجد أن : / 
2 - 7 
أي أن قيمة2 موجبة. ولذا فإن النقطة (3.4 , 1.83) = [ و , (*) تناظر نهاية 
صغرى للدالة . 
مثال )٥,۱۲(‏ 


أوجد نقطة على السطح : 


2 7 تأي‎ 
XI + 2X5 - 5غ‎ - 1 =0 


1۸۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

الحل 

إحداثيات أي نقطة على السطح هي (و + و (xı‏ . بفسرضن أن 
(د× , 2× , ×)۴ تمثل مربع المسافة بين أي نقطة على السطح ونقطة الأصل» فتأخذ 
المسألة الصيغة الرياضية وهي إيجاد القيمة الصغرى للدالة : 





(6, 1¥( (xı X2 ,X3) > «7 + X2 +X; 
: تحت القيد‎ 
(0,۳( 8(xı ,Xx*2,X3) =X + 2X2 -X3 -1 =0 
: بتكوين دالة لاجرانچ‎ 


L(x ,2[ =x? +x +x? +(x? + 253 - x3 -1( 








5, 8( ا‎ 2X, + 2AX, =0 
(ê 6( 3 = 27 + 4X, = 0 
0X» 
dL 
(ê, ( د‎ - (× - 2۸× = 0 
0X4 2. 3 
)6,1١١11/( فى ا‎ 10 


من المعادلة (57 , 0) نجد أن 3-1 وبالتعويض عن قيمة 1 في المعادلتين ١١5(‏ ,0) 
و(6١,0)‏ نحدأن 0- ×= ,× وبالتعويض عن 0 - ر×= × فى المعادلة 
۷ ن 2-1 بع أن أن 1غ 5 > وهذا غير ممكن: وبالتالی فإن 
ا لحل غير ممكن» أي أن أي حل يجب أن يحتوي على 0= × . 

إذا كانت ±0 × . فمن المعادلة ١5(‏ , 0) نحصل على 1--1 ومن المعادلتين 
(16١0,15098)0,1)نحصل‏ على 0= ×= ر×. ومن المعادلة )0,١١5(‏ 
وبالتعويض عن 0 = و× = ر× تحصل على 1+ = ,ى أن النقطتين (±1,0,0) 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۸1 
تحققان مجموعةالمعادلات )20,١١7(-)60,١١5(‏ . والآنإذا كانت 0 ر× 
فمن المعادلة (0,115) نجد أن < = ۸ » وبالتعويض في المعادلتين (0,114) 


و60 دان 0= =x‏ ع 


ثم بالتتعويض فى المعادلة )0,١١1/(‏ د أن + - X2‏ وهذا يعنى أنه 


يوجد حلان أخران هما 0 + 0 


.1 6:56 





يحققانالشروط ١*5(‏ و6)- 


ولمعرفة أى من هذه النقط يكون للدالة (۴)۸ عندها قيمة صغرى تحسب قيم 
1[-(21,0,0)) (١1١1,ه)‏ 


| 1 5 3 
U; 2 7 ظ‎ 9 


من المعادلتين السابقتين تحد أن للدالة قيمة صخر عند النقطتين 0 ا O,‏ 


1 


CEFTO f 








| 


اليد 


ا 


° .2(- |0... 


وللتأكد من ذلك نستخدم الشرط الكافى : 


580 ف ال “عه‎ a aL(x” .2*[ 4 س‎ FL 
0x 9:8: 0 0x, 0x, 

1 L(x” 2 E Ll A 558 le °) م‎ 
1 OX» 0 êx و0‎ 0X, 

52 L(x” 3| ا‎ Lx” 1“ ا‎ Lx" .3*| 5 


dx, 0x, 0X4 OX» 0x 


AY‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


_ Q(x) ) 
e 


E. 5‏ او ا (x‏ ,8 ا 
0 





وبالتالى تأخذ المحددة (44 , 5) الصيغة : 
0 0 


(o, 1*3 








وبمك المحدد( ١١ ١٠‏ , 5 ) نحصل على المعادلة 
(a. T7 (3 - Zz) )1 - 2( =0‏ 


ومنها نجد آن 2-1 أو 2-3 أي أن قيم 2 موجبة ولذافإنالحل 0 E‏ 
يعطي ق قيمة صغرى مقدارها - |0 ,0 
E‏ كاده ها 00-095 ظ 


مربع المسافة بينهما وبين نقطة الأصل أصغر ما يكن . 








(5.64) ارين 
استخدم الطريقة المناسبة فى إيجاد حل المسائل الآتية : 
-١‏ لدينا علبة أسطوانية (لها قاعدة وغطاء) مصنوعة من قشرة معدنية . المطلوب 


1 


3 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۱A۳‏ 


إيجاد أبعاد هذه العلبة التي تجعل حجمها أكبر ما يكن بحيث تكون مساحة 
السطح الكلى لها م24 » حيث إن 022/7 . 
أوجد القيمة الصغرى لدالة الهدف التالية : 

(xı , ×2) - (x .: 2) + (x2 . 2) 


: نت القيد‎ 
Xı +X, =6 


عين أكبر حجم لصندوق على شكل متوازي المستطيلات جوانبه موازية 


215 fy fe 
a ا‎ te 


3 
لك | ل 
b‏ 











: أوجد القيمة العظمى والقيمة الصغري للدالة التالية‎ -٤ 
f(x ,X2( =X و‎ 
: غبت القيك‎ 
x? + 5ع‎ = [ 
: ه- أوجد القيمة الصغرى والعظمى لدالة الهدف التالية‎ 


52 


¥ 


(x, و 622و‎ X3) =X +X2 + 


نحت القيود : 


2 5 2 


35 %5 4 
أوجد قيم × ,2< , ,× والتي تأخذ عندها دالة الهدف التالية : 
که کر أو صقري تجح القيد: 

X1 + بير‎ - 4 


أوجد القيمة الصغرى للدالة : 


A٤ 


تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
x2) -- 2 + 5‏ : 10 
نحت القيد: 


(x: 1) - ×4 =0‏ 
أوجد قيم × ,× ,× والتى تجعل دالة الهدف التالية : 
(xı ,×<2,×X5( = Xî + 25 + X3‏ 
أصغر ما کن تحت القيد : 
4x, + X5 + 2X4 - 14 =0‏ 
طورت شركة إعلانات برنامج منسق لنوعين من المتتجات وقدرت الزيادة في 
الأرباح بالدالة التالية : 
4 


f(x, 1 x2) = چ أ«‎ +۳ 5 + 3X» 


حيث × هي نفقات الإعلان على المنتج أء (1-1,2) » إفرض أن وحدات 
(×)۴ و ا هی مئات آلاف الريالات . 
قررالمصنع إنفاق 300,000 ريال على الإعلانات والمطلوب توزيع هذا المبلغ 
بين المنتجين وتقدير الزيادة في المكسب . 





البرمجة غير الخطية متعددة 
اللتغفيرات وبقيود متراجحة 





ه مقدمةه الطريقةالتقليديةه الطرق المباشرةه الطرق 


غير المباشرةه تمارين 


(0) مقدمة 

نناقش فى هذا الفصل الطرق المناسبة لحل مسائل البرمجة غير الخطية المقيدة بقيود 
متراجحة التى يكن صياغتها على صيغة إيجاد قيم المتغيرات × ...., و , و« , |* 
التى تصغر أو تكبر دالة الهدف : 


z= f(x) 
وذلك تحت القيود:‎ 
E )#5(>0  ى.[ ,1ع‎ 2, 3,... , 0 
عرضنا فى الفصل السابق طرقاً لحل مثل هذه المسائل في الحالة ا لخاصة» أي‎ 
. عندما تكون القيود معادلات او في حالة التعبير عن كل قيد بمعادلة‎ 


A0 


۸٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


نتعرض فى هذا الفصل للحالة العامة التى تكون القيود فيها إما معادلات أو 
متراجحات أو الاثنتين معا. توجد عدة طرق لحل مثل هذه المسائل ويمكن تصنيفها إلى 
ثلاثة أنواع وهى : 


أولا : الطريقة التقليدية 
کی وا الطريقة على شروط كون-توكر (1410111-1110161) ومضاريب 
لاجرالح. وتعتبر من الطرق المباشرة )9 سم سيكون : لمث تصنيمها على انفراد لاهميتها. 


ثانيا: الطرق المباشرة ظ 
تتناول هذه الطرق القيود بطرق واضحة» ومن أهمها وأكثرها شيوعا الطرق 
الاه 
-١‏ الطريقة المركبة «(complex method)‏ 
؟- طرق الاتجاهات المقبولة (1005]ع01:6 51516هع1) ومنها : 
() طريقة زوتندجك (1زن70ع]دام2). 
(ب) طريقة الاسقاط الإنحداري (6002ء10[(6م (gradient‏ . 


۳- طريقة تقريب القيود أو المستوى القاطع (cutting plane method)‏ 
نعريب الميود او المستوى P‏ 


ثالثا: الطرق غير المباشرة 
يتم في هذه الطرق تحويل المسألة إلى متتابعة من المسائل غير المقيدة» وتصنف 
هذه الطرق إلى ما يلى : 
١‏ - طرق نحو 8 المتغير ات (transformation of variables)‏ 
؟- طرف الدالة الجزائية (126]102؟ /]06221) وتنقسم إلى : 
(أ) طريقة الدالة الجزائية الداخلية (5]65107() . 


البر مجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة AV‏ 
(ب) طريقة الدالة الحزائية الخارجية (6]67105) . 


غير الخطية المقيدة بقيود متراجحة في البنود القادمة من هذا الفصل مع توضيح ذلك 
ببعض الأمثلة . 


)١, ۲(‏ الطريقة التقليدية بشروط كون - توكر ومضاريب لاجراج 

لقد استعرضنا في الفصل السابق طريقة استخدام مضاريب لاجرانج لحل 
مسائل البرمجة ذات القيود المتساوية» وسنقوم فى هذا البند باستخدام هذه المضاريب 
لحل المسائل بقيود متراجحة» وذلك بتحويلها إلى قيود معادلات (أو مساواة) بإضافة 
متخي ات متسهة (أوإضافية) variables)‏ ع5131) إلى المتراجحات لتصيح 
معادلات» وتستخدم هذه الطريقة في المسائل البسيطة بالقيودالمتراجحة . 

نعرّف أولا متغيرا متمما :لإ بقيمة حقيقية لكل قيد متراجح» أي أن : 

1۴ - 8 (x) < 0 ' j= 12. Mm 

حيث تتحقق المتراجحة بتحقيق المتساوية » وذلك لكل قيمة حقيقية للمتغير !| 
ونلاحظ أن دالة لاجران تأخذ الصيغة : 


L( <,1, 1) - 0 + D2 |e, 1)‏ (1 ,1( 
بتطبيق شروط لا جراج الضرورية وهي : 
اق 121 .. _ 98i‏ 3 سيا 000 
OX; O j=1 OK ١‏ 
| تناد برع 
قا .1<( . 20 تر )بع 0 و 


J 


A۸۸‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


dL 0‏ 
د ا ا 0= Aj;‏ 2 ل كت 
duj‏ 
من المعادلة الأخيرة نحصل على 0- ز۸ أو 0= زلا 
أو 0= زه = ز۸ » وفيما يلي نناقش الحل المتوقع في الحالات الثلاث . 


الحالة الأولى 
إذاكان 0 = ز۸و 0 زلا فهذا يعنى أننا تجاهلنا القيود 0 < (×) .ع لأن: 
i fF RE‏ 
0< (زس)=('») رع 
وبالتالي فإن ا لحل الأمثل لايتغير بوجود هذا القيد إذا كانت كل 0= ۸j‏ لجميع قيم 
[ (" ,...,2 ,1 = ز) ومن ذلك نلاحظ أن المعادلة الأولى (2.2) تتحول إلى : 
Vf(x) = 0‏ 


وهو القيد الضروري في حالة مسائل البرمجة غير المقيدة . 


الحالة الثانية 

إذاكانت 0 ز۸ و0- زر فإنهذايعني 0 -[**) رع وعندئذيقع الحل 
الأمثل على حدود القيد رقم [ وحيث إن ±0 ز۸ فإن الحل الأمثل لا يحقق الشرط 
الضروري 0=( )74 . 


الحالة الثالثة 

إذاكانت 0= ز۸ و0- زم لكل قيمز فإن0-[**) ,ع وعندئل 
يحقق الحل الأمثل العلاقة 0 = ( )78 أي أن الحل الأمثل يقع على النتقطة 
الحدية (012م )corner‏ للقيود . 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ۱۸۹ 

مثال (51) 

أوجد النهايات العظمى والصغري لدالة الهدف : 

ع SK‏ ع لاك نزي ira‏ 
عت الق 
[ 2 + 
الحل 
رف 
2 چ - چ - = i‏ 
حيث لإ عدد حقيقي . تكون» في مثل هذه المسألة» دالة لاجرانج المناظرة هي : 
A2, ) = 2 2-3 22 A -14 2 +2)‏ رو L(x,‏ 

وشروط لا جرا الضرورية هي : 


dL 
= 4x - 242 AX, =0 


0 





dL 
0X» 
dL 
2۸ 
dL 


——=21۸ =0 
OH 





و قف 
=p “-1 +X + 7 =0‏ 


ونميز فيما يلى بين الحالات الثلاث السابق ذكرها. 


الحالة الأولى 
4x, - 2+ 2 AX, =O‏ 


۱۹۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


Xx, (2۸-6) =0 
2 +5 = 1 

من المعادلة الثانية» وبفرض أن 0 ۶ ر× » فإننا نحصل على 3 = .3. ومن المعادلة 
الأولى نجد آن 0.2 = ,× ومن المعادلة الثالثة 7/0.96 + = ر× وبذلك نكون قد 
حصلنا على حلين للمعادلة. بعد ذلك نفرض أن 0 = × في المعادلةالثالثة وتكون 
1 + = ,× ومن ذلك نحصل علي القيمتين المناظرتين للمتغير ^ من المعادلة الأولى . 

أي أن الحلول لمجموعة المعادلات السابقة هي : 

.96 , 2 =3, f) , (<> -2 

i alg RE =0 
A =3 81 = 4 








الحالة الثانية 


0= ۸ (حل غير مقيد )عند ذلك نحصل على : 
4x, -2 =0‏ 
6X, =0‏ - 
“در - 2× + 2ع + 1 
ويكون حل هله المعادلاات هو : 
5 = كللء 0= ox‏ 0.5- *» 
وقيمة الدالة عند هذا الحل : 
f , *2( = - 5‏ 
غا سبق نلاحظ ان النهاية الصضصغرى للدالة (ر×, ,)۴ تعحقق عند النقطة 
( 1/0.96 ± , 0.2 ) وتكون قيمتها 3.2- والنهاية أوالقيمة العظمى عند (1,0-) والتي 
تناظر قيمة للدالة مقدارها 4 . 


البر مجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ۱۹۱ 


أوجد أصغر مسافة من نقطة الأصل إلى النقطة (ر× , ,×) تحت القيود 
التالية : 
(x -3(2 4‏ + 2(2- %1( 
ت 
انا 
دالة الهدف هى : 
Ok sg Xo)= (K=O) + (x2- 0(۶ =X + X5‏ 


نعرف المتغير المتمم بالصيغة : 
0< در - 2(2دين جه كنا 
تكون دالة لاجرانح هي : 
4 -3(3 درو DP‏ عه نر بق قوع Ass) = KF‏ ووس نا 
[ 4 - ]22+ 
فتكون شروط لا جراج هي 


dL 
ay CA 3 عع وه‎ 
0X, 


18 
LT OTT (x,- 3) - 4۸2 = 0 
0X» 


0 =4 - )3 -رx(‏ + )2 - (x,‏ + لے ل 
١‏ 02 
dL‏ 


0۸2 





dL 
du 


الحالة الأولى 
0= )۸+ 1( 2 


2X) - 4۸2 =0‏ 
7 - 9 د دهت 4 
AX; = Kî‏ 
ومن الواضح أنه لا توجد قيم حقيقية للمتغير | تحقق هذه المعادلات ولذلك 
ننتقل إلى دراسة الحالة الثانية . 


الحالة الثانية 
نفرض أن 0 = لإ فنجد أن : 
(Xx, - 2( + 2 A2X, =0‏ 22 + ,21 
0 > 4۸2 -(3 -::) 227 + و* 2 
FO > 3)2 - 4= 0‏ *(2 - ع 
x7 - 4, =0‏ 
بحل المعادلتين الأخيرتين آنيا نحصل على حلين» وهما الحل الأول (2.1) 
ويناظر النهاية الصغرى وقيمتها 5 = (2× ,»)۴ والمحل الثاني عند 
النقطة (3.86,3.76) الذي يناظر " تقريبا " النهاية العظمى ومقدارها 
fk, Kgs 25‏ 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 43 
شروط كون - توكر 
سوف نشرح هنا كيفية اشتقافق شروط كون - توكر (Kuhn-Tucker)‏ 
الاستقرارية (/5]3]1028) وذلك لإيجاد الحل الأمثل لمسائل البرمجة المقيدة ذات 
القيود المتراجحة . 


نظرية (1,1) (نظرية كون- توكر) : 
نحت القيود : 


Û E 1 عي‎ 
ي‎ 
)٦, ۵( Vf(x < 0 
0 (x * J Vf(x ") = 0 
(1, ۷( x >< 0 


البرهان 
لإثيات هذه النظرية نس نستخدم مفكوك تايلور للدالة ()1 حول النقطة > 
فنجد أن : 
f(x `)‏ 
dx‏ 
حيث 8 هى مصفوفة هس (11255) وأن 1 > 0 > 0. 
لكى تكون "× هى النقطة التى تكون للدالة عندها نهاية صغرى يجب أن يكون : 
hAX) ١ 1‏ + *ين fu JSF‏ 





f(x “+ h Ax) = f(x") + h Ax + > h? (Ax) H(x "+ Oh Ax) Ax 


أى أن : 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


FÊ 3 1: Ms 
hh — (x J Ax + 2ط ل‎ (Ax) H(x + 0h Ax) < 0 
dx 2 
وهوالقيد الضروري لكى تكون للدالة نهايه صغرى موضعية عند ٭. فإذا كانت‎ 
نقطة حل داخلية (18161101) فإن المنباينة الأساسية تؤدي إلى القيود‎ × 0 


الضروريةالتى من الرتبة الأولى : ١‏ 
١ df‏ 


0X; 


وباعتبار أن بعض المتغيرات لها قيم مثلى على الحدود فإن 0 = × » وبافتراض أن كل 
المشتقات الحزئية تساوي صفراً فإن المتباينة الأساسية تخفض إلى : 


(x 5 =0 O 23 ( 


= JAx;>0 


ولكن يجب أن تكون Ax.‏ موجبة( حيث إل 0= ز× ) التي تؤدي إلى الة ا 


df 5‏ 2 ع 3 5 
OX:‏ 
J‏ 
إن المشتقات تختفى عند الحلول الداخلية فإنه يمكن كتابة : 


إن مسب لاي عا ا ي 


| 





dx 
. وبهذا يتم إثبات النظرية‎ 

توضح النظرية السابقة طريقة ايجاد القيمة الصغرى لدالة تحت القيود 
وبمتغيرات غير سالبة» وذلك بإشتقاق شروط كون - توكر ال مناظرة لها. فيما يلي نشرح 
كيفية اشتقاق شروط كون - توكر لبعض الحالات الأخرى التي تظهر في مسائل 
الأمئلية . 

نفرض مثلا أن المسألة المطلوبة هى إيجاد القيمة الصغرى للدالة . 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 6 ١‏ 
f (xX)‏ ع 2 350 
تحت القيود : 
١( kS ele.‏ ,ا( 
غلماباك : اچ عد و 2 كل 0 >(08) رع ب f(x)‏ 
دوال تفاضلية (أي قابلة للتفاضل). والآن نحول الشروط (أو القيود ) من متباينات 
إلى معادلات . يمكن النظر إلى هذه المسألة على أنها إحدى صيغ المسألة العامة» التي 
سنستخدمها لاشتقاق شروط كون - توكر الاستقرارية للصيغ الاخرى . 
لا حظ أنه بإضافة متغيرات متممة 0 < زلا تصبح المسألة عبارة عن إيجاد 


القيمة الصغرى للدالة : 
Zz > f(X)‏ 


LU; ۳ 8;(x) 5-5 0 0 J 59 1 ا‎ 111 
رما‎ >< Û 5 َ ا‎ 8 


وتكون دالة لاجران لهذه المسألة هي : 


بل 


[(8)رع + > + Lx , A, 0) =f)‏ 
اعز 
بتطبيق القيود الضرورية على × 5 ۸ وبتطبيق الشروط الضرورية (1,09) 
)١,۷( -‏ من النظرية السابقة على المتغيرات .لم وذلك لأنها تمثل قيودا غير سالبة» 


+31; (x )=0  ى1<-‎ 1, 2... 
21ا‎ 0x 
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البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 6 ١‏ 
f (xX)‏ ع 2 350 
تحت القيود : 
١( kS ele.‏ ,ا( 
غلماباك : اچ عد و 2 كل 0 >(08) رع ب f(x)‏ 
دوال تفاضلية (أي قابلة للتفاضل). والآن نحول الشروط (أو القيود ) من متباينات 
إلى معادلات . يمكن النظر إلى هذه المسألة على أنها إحدى صيغ المسألة العامة» التي 
سنستخدمها لاشتقاق شروط كون - توكر الاستقرارية للصيغ الاخرى . 
لا حظ أنه بإضافة متغيرات متممة 0 < زلا تصبح المسألة عبارة عن إيجاد 


القيمة الصغرى للدالة : 
Zz > f(X)‏ 


LU; ۳ 8;(x) 5-5 0 0 J 59 1 ا‎ 111 
رما‎ >< Û 5 َ ا‎ 8 


وتكون دالة لاجران لهذه المسألة هي : 


بل 


[(8)رع + > + Lx , A, 0) =f)‏ 
اعز 
بتطبيق القيود الضرورية على × 5 ۸ وبتطبيق الشروط الضرورية (1,09) 
)١,۷( -‏ من النظرية السابقة على المتغيرات .لم وذلك لأنها تمثل قيودا غير سالبة» 


+31; (x )=0  ى1<-‎ 1, 2... 
21ا‎ 0x 
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١5‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





بحذف الإ من المعادلات السابقة نحصل على : 


#+ 08 + - د 01 
ل و ا کل 0= ( ل زر +( کک )٦,١١(‏ 


0X; j=1 0 
C9 g(x ( 0 , 1 - 12 
(1, ۳( A; ار 1 د 1 , 0= (*«ارع‎ 
ا 0 2 0 يم‎ 


ا لمعادلات )١, ٠٤( - )١, ١١(‏ تمثل شروط كون - توكر الاستقرارية الخاصة بالمسألة 
المعطاه بالمعادلات (۹ )١,‏ و )١, ٠١(‏ التى سوف نطلق عليها المسألة القياسية 
(canonical)‏ . ۰ 

الجدير بالذكر أنه مع إمكانية اشتقاق هذه القيود بسهولة في معظم الحالات» إلا 
أنها قد لا تكون مفيدة جدا في إيجاد النقطة المثلى لبعض الحالات» وذلك لاحتوائها 
على متراجحات قد تكون غير خطية وربما تؤدي إلى صعوبة في الحسابات وخصوصا 
عندما يكون عدد المتغيرات كبيرا ما يجعل الحل المباشر لهذه ا معادلات لا يحقق غالبا 
جميع القيود . 


البرمجة الخطة متعدخة اللعغيرات وبقيود متراجحة ۱۹۷ 


سوف نوضح فيما يلي اشتقاق شروط كون - توكر المستقرة في الثلاث صيغ 
الأخرى للمسألة العامة باستخدام الصيغة القياسية 


الصيغة الأولى 
أوجد القيمة العظمى أو الكبرى للدالة 
f(x)‏ 
تحت القيوذ : 
2غ [., 0 > 8;(x)‏ 
لاحظ أن : 
Max f(x) = Min (-f(x))‏ 


لذا فإن القيود الضرورية لهذه المسألة يكن الحصول عليها بالتعويض عن (×)۴ في 
المعادلات )١, ٠١( - )1, ١١(‏ فنحصل على : 





0 
fx) SNE 7 aj - 2 (=0 ےا کا‎ 
OX. | 
: أو‎ 
20 08j 


بتغيير[شارة :3 ارا 
JO ie‏ 0 0 4 0 (۱۷ ,1( 
لل 2 عد ا[ و A SR‏ 


(0) Aj) 8j(x )=0 „j = 1,2,...,صm‎ 
لور 1 2 1[ 0 > 23 ل يي‎ 


١0‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
الصيغة الثانية 
إيجاد القيمة الصغرى للدالة : 
f(x)‏ 2 
نحت القيود : 
GR E;(x) >0 , j - ...,m‏ 
بتغيير إشارة (×)زع فى المعادلات )٦, ٠٤( - )٦, ١١(‏ چ 


2,0 .1 -1, 0ع ( ۳ 0 < +( ایگ 


j= |‏ 0 
الها > 1 , 20 g(x)‏ 
df‏ ظ 
وت 1 = =( کے NS J+ i‏ ( ,1( 
xX.‏ | در OX;‏ 
1,2 > زر 0 رع )1,6( 
j = 1,2...‏ , 0=( )رع ) (j‏ (1,۲) 
س1 کا 50 (LT‏ 
الصيغة الثالثة ١‏ 
إيجاد القيمة العظمى للدالة : 
CT) f(x)‏ 
ترص 1 > 1 0> TN g;(x)‏ 


وبتغيير إشارة كل من (×)؟ < 8;j(X)‏ فى الصيغة القياسية نحصل على : 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة امال 


ص ,...,2 ,1 =1, 0=(" 1 رز < -) م 


OX; Xi 
: وبذلك تصبح القيود الضرورية هي‎ 
(1, ۲۹( ا‎ (+ 0 „i= 1L 2D 
) اي‎ 5” 5 <0 = 2 
(۳) (j) بورع‎ ) =0 , j = 1,2... 
NY 38 j= 12, 





وتجدر الإشارة إلى أن شروط كون - توكر الاستقرارية التي اشتقت في حالة || مغنة 
القياسية والصيغ اللاث الأخرى تكون ضرورية وكافية إذا كانت ()؟ء (:)ر8 
دوالا محدية (ع/21مع) » وهذا متوقع لأن هذه القيود تؤكد أن النهاية الصغرى 
الموضعية (1021) هى أيضا نهاية صغرى كلية (6105081) . 

نلاحظ كذلك أنه إذا كانت (5)#دالة حادة التحدس فإن النهاية الصغرى 
تكون وحيدة كذلك . 

سنورد فيما يلي بعض الأمثلة التي توضح مدى صعوبة حل مثل هذه المسائل 
باستخدام شروط کون - توكر عندما يكون عدد المتغيرات كبيراً . 


مثال )٦,۳(‏ 
تعاقدت شركة تصنيع و حدات كهربائية على تزويد أحد محالات التوزيع 
بكمية مقدارها 50 وحدة في نهاية الشهر الأول. وكذلك 50 وحدة في نهاية الشهر 
الثانى» و 50 وحدة في نهاية امز الثالتة». علما بأن تكلفة إنتتاج × وحدة في أي 
شهر هی ب وكان يكن للمصنع إنتاج عدد أكبر من الوحدات المطلوبة في كل 


۰۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


شهر وتخزينها للشهر التالي» علما بأن تكاليف التخزين 20 ريالا لكل وحدة إذا 
أنتتجت في شهر وصدرت إلى محل التوزيع في الشهر التالى . بافتراض انه لایو جد 
تخزين قبل بداية الشهر الأول. أوجد عدد الوحدات التي يجب إنتاجها في كل شهر 
من أجل تصغير التكاليف الكلية . 


الحل 

نفرض أن × 2× , و× تمثل عدد الوحدات المنتجة فى الشهور الأول 
والثاني والثالث علي الترتيب . عندئذ فإن التكاليف الكلية المالوب تصغيرها تعطى 
السا : ۰ 

. التكاليف الكلية = تكاليف الانتاج + تكاليف التخزين‎ 
: أي أن‎ 
f), , وغ‎ ,X;) > X7 + X3 + X3 + 20 (x, - 50( + 20 (x, + x2 -100( 
- x7 + x2 + x3 + 40 x, + 20 × -0 


نحت الميو د التالية : 
EX; ) SX - 5020‏ 
Xx; - 100 0‏ + رغ > (واووعا, )رع 
Kas, F Fo FE; -150 20‏ عايج 


یکن تعيين شروط کون - توكر كما يلي : 











جد ,و ور کک ہو لک ہ2 
۽ 0X; 0X; 0x; dx‏ 
أي أن : 
0 > وم + ج72 + 2( + 40 + CTT) 2x,‏ 
2x, + 20 + 22 +۸3 =0‏ وت 


(T8) 2 + دم‎ =0 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 


23 - ز, 0- (وغر وى »)رع Aj‏ 


FD 
0000 
(1,۳۸) 


(1, ۳۹( 
)٦, ٤١( 
21 


Es ED 
(Ty, E) 
,و(‎ ٤ 5 


أ أن 
A(X, - 50) > 0 ۰‏ 
A2(Xx, + x» - 100) = 0‏ 
+X; - 150) = 0‏ و + )83 
E;(X,X2,X3) Z20 , j=1,3‏ 
ومن ذلك تكون : 
Kk, - 5020‏ 
Xı +x,» - 100 >0‏ 
+X; - 150 >0‏ و< + X‏ 
A; > 0 PE‏ 
أواتكشه: 
0 > ,م 
A۸2 > 0‏ 
Aş > 0‏ 
والآن نوضح الصعوبات المرافقة لحل هذه المسألة . يتضح من المعادلة )١,۳١(‏ 
ان : 
0ع رية أو 50> ×. 
الحالة الأولى 


إذا كانت 0 = 2.7 ء» فمن المعادلات (1,70()12775) نحصل على : 


۲ ظ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ظ کک حت -0] دج يع (£0 ,7( 





بالتعويض من مجموعة الجعاولات (56 )فى المعادلتن ۷ ) 
و(۳۸,٦)‏ نحصل على : 
0 >( ۸3 - 22 - 130-)27 ۸ 
Eb :‏ 
A۸3) =0‏ چ ويم - A۸;(-180‏ 


الحل الأول 


0= , دوخ ا 


أى أن : 


0= / :1 (2-10 و./ 


xı =40 , x, = 50 , و‎ = 00 


ويحقى هداالحل المعادلات (5,57)-(5,55) ,ولكنه لا يحقق المعادلتين 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحه ٠‏ 
الحل الثانى 
0 -و, 0 د بل - ملقم - 130- 


أى أن 0 >وة3 و 130- A۸2=‏ وبالتعويض كذلك نجد أن : 
x =0 ۰‏ ى 55د يخا , 45 بي 


ويحقق هذا ا لحل ادلات (۲ ٤‏ )=( واا )ا ولك لا يقو اا 
Rk CCT)‏ 


الحل الغالث 
0 د ويم و 0 کو 


وبالتعويض نحد أن قيم المتغيرات هي : 
0+ بخ ه 2-0 يا ., 20-- xX‏ 


ويحقق هذاالحل كذلك المعادلات )١, ٤٤( - )1, ٤١(‏ ولكنه لا يحقق المعادلات 
عد لاي 1-1 کو 


الحل الرابع 


عسي - 4130-3 , 0- 1= - :1 - 180 
سبل ا ق , 0= 4< - :1 - 180 
۰ 
ای ان : ١‏ 


0- -وة و 30- =۸ 
50 = بع 3598 ج-ديخ ,¢ SD‏ 
وبالمثل نجد أن هذا الحل يحقق المعادلات ٤٤( - )1, ٤١(‏ ,1)» ولكنه لا يحقق 


ادلات (۳۹ ,)ا 12 


٠١‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
الحالة الثانية 
إذا كانت 50 = ب فيمكن إذن كتابة المعادلات من (5,77) إلى (70, 5) 


بالصيغ التالية : 


2X7‏ + 26 - 0 = 3 - 2و2 - 20- = وي( يي" 
2X2‏ + 120- دورة - (١ - -140 - 2x, - A2‏ 


بالتعويض من المعادلات (57 )١,‏ في المعادلتين )٦,۳۷(‏ و(5,78) نحصل 
على : 


)-20 م:2-‎ + 2x5) (x + د‎ -100( =0 
(TEN) 
| C2x;) (K+ x; +X; - 150) =0 


الحل الأول 


- 20 - و2‎ + 2x; =0, * +X + وكا‎ - 150 =0 


أي أن: 
5- وذ , 45 xı = 50 , X=‏ 


الحل الثاني 
لادينة 2 - ; Kg Ig =O‏ 202 


أ أن : 


ولا يحقق هذا الحل المعادلتين ٤١(‏ ,5 و(١5,51).‏ 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة م ٠‏ ؟ 
الحل الثالث 
أى أن : 


ولا يحقق هذا ا حل المعادلة (1 6 ,3) . 


الحل الرابع 


3 


0= 150 - و + Xx +X, - 100- 0 , x, +X,‏ 
ف أن 
X= 50 , *2-50 , ×; = 0‏ 
ويحقق هذا الحل جميع القيود من )١,۳۹(‏ إلى )١, ٤١(‏ ومن المعادلات (/51 ,1) 
نحصل على قيم .2 , 22 , ۸3 المناظرة لهذا الحل وهي : 
0- =۸ , 20- =۸ , 20- > رم 
وحيث إن فيم 3ح ز . ا تحقق المعادلات (51157) إلى 6557) فإن الخل 
الأمثل هو : 
xı=50 , x)= 50 , X;=50‏ 
ومن ذلك تكون قيمة دالة الهدف هى : 
Ky; Kas EF 7900 db‏ 


شروط كون-توكر الإستقرازية للمسائل التي تحتوي على 
متراجحات ومعادلات وجميع متغيرات دالة الهدف موجبة: 
يكن صياغة هذا النوع من المسائل في الصورة العامة كما يلي : 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 
z= f(x)‏ 10550 


5 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


J Aga E‏ 0 > (<)رع 
وعد قد د w,(x) =0 E‏ 
ل 1 ف 0 E2‏ 
لجميع قيم × الحقيقية. 
نعرف الدالة : 


L(x,A, 1 )= f(x) +A" w(x) + j g(x) 


(1,037 
)(1;9( 
(1, 


ولكي تكون × قيمة صغرى للدالة )١, ٤۹(‏ تحت القيود )5,6٠0(‏ إلى (1,07) 


فإن القيود الاستقرارية هى : 





1 8 
= 2 E + بم‎ - ۴ 2 17 8 0 

ا 2 1 ف كا 

2 SG 7S0 = 120 

),٥٥( u, >0 la 120 

)00( Xi >0 , (1 > 1,2,0) 

(C(t, OV) w(x ( - 0 

)3,54( ”زنع‎ V, L(x, 0-[نس,‎ 

(1, 0۹( سا‎ (x ( = 0 


سوف يو صح المغال التالي طريقة جل مثل هدا النوع فن المعاد لات 5 


مثال (1,5) 


باستخدام قيود كون-توكر الاستقرارية أوجد أصغر قيمة للدالة : 
(2-2) + *[1-,«) = ريع , f)»‏ 


لبر مجة الخطية م ث # | أس > 
به متعددة المتغيرات وبقيود متر أاجحة 
ل 0-1 په 
۰۷ 


حت القبوة: 


آآ ف 
XK, 8‏ - جم 


x =0, 
x 2 0 


ثم عبر عن الحل بالرسم . 


الحل 
نعرف دالة لاجرانج: 
+1(x2-x,-1)‏ 2-<( + 1(2 
من القيود الضرورية وتطبيق القيد 0 1 ب عت 
2 , نحصل على : 





0 > ظ 
=2(x,-1)-A +p >‏ 
1 9 14 12 ) 
dL =2 )»,- 2(+2 + <0‏ 
من القيد (۲ ° 
0 
من القيد (/0و5) د 0 : EZ‏ (۲ 
RO‏ يا 
0 = | 
: لم رديه 00 
X22 (x2 - 2) +A +p‏ 
T6‏ 5 


| - 


x, x, 0 
(T8) 


لبر مجة الخطية م ث # | أس > 
به متعددة المتغيرات وبقيود متر أاجحة 
ل 0-1 په 
۰۷ 


حت القبوة: 


آآ ف 
XK, 8‏ - جم 


x =0, 
x 2 0 


ثم عبر عن الحل بالرسم . 


الحل 
نعرف دالة لاجرانج: 
+1(x2-x,-1)‏ 2-<( + 1(2 
من القيود الضرورية وتطبيق القيد 0 1 ب عت 
2 , نحصل على : 





0 > ظ 
=2(x,-1)-A +p >‏ 
1 9 14 12 ) 
dL =2 )»,- 2(+2 + <0‏ 
من القيد (۲ ° 
0 
من القيد (/0و5) د 0 : EZ‏ (۲ 
RO‏ يا 
0 = | 
: لم رديه 00 
X22 (x2 - 2) +A +p‏ 
T6‏ 5 


| - 


x, x, 0 
(T8) 


۲۰۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


من القيد )٦, ٠١(‏ نحصل على : 


(1,0 u>O0 

: نحصل على‎ )١, ٩١( من القيد‎ 
0 [x FX; -2] =0 

من القيد  61/(‏ ") نحصل على : 
X2 -X, - 1 > 0‏ (1۸ ,1( 


لحل هذه المعادلات» نفترض أولاً أن: ‏ ۶0× و 20ب« و 0د ن 
عندئذ نحل المعادلاات (5,77) »> (1۳ ,1) و (1۷ )١,‏ فتنجد أن : 
(x,-1)-A =0‏ 2 
0 ۸+ (2-رx)‏ 2 
-X, -1 =0‏ و 
وهذا يؤدي إلى : < 
xî =1 2 =2 4 ۸ =0‏ 
هذا الحل لا يحقق المتباينة ٠٠(‏ , 5) أى أن : 
2-0 +1 
أى أن : ١‏ 
0 > 1 
والأن افترض أن 0 غ لم ولحل المعادلات 1١(‏ ,1)ء (1,57) ع hi‏ اناه 
0= 2- و + XxX‏ 
-X, - 1 =0‏ و» 
0= ير+م-(1-,خ*)2 
0 > م + 8 + (2 - (x,‏ 2 
وهذا يؤدى إلى : 
20 2 5 1غ لخ د 
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دنا إدم 
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وتكون قيمة الدالة : 
1 ¥ ¥ 
باختبار المعادلة 1١(‏ ,1) والمعادلة 1٤(‏ ,) نجدأن: 
EU, 50 , 0‏ 


وبهذا نكون قد حصلنا على الحل كما يوضح الشكل .)55931١(‏ 


التهابة السغرى غير المقيدة =(2 ,1) 
f* - 0‏ 


النهاية الصفرى المقيدة (1/2,.3/29) 
1/2 = *] 





EE‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
( الطرق المباشرة 
فيما يلي بعضاً منها : 


)٠,۳,١(‏ طرق الاتجاهات المقبولة 

تعتمد هذه الطرق على فلسفة الطرق غير المقيدة نفسها التي نوقشت في الفصل 
الرابع (مثل طريقة بحث النمط) ولكنها صممت لكي تعالج المسائل ذات القيود 
المتراجحة . الفكرة الاساسية فيها هي اختيار نقطة بداية تحقق جميع الشروط وتتحرك 
إلى نقطة أفضل طبقا للعلاقة التكرارية الآتية : 

CE. X =X +45 | 

حيث , × نقطة بداية للتكرار رقم ذو 5 هو اتجاه التحرك و .هو طول الخطوةء 
و +١‏ × هي النقطة النهائية التي تم الحصول عليها في نهاية التكرار رقم أ» ويتم 
اختيار .2 بحيث إن ربز × تقع في منطقة الحلول الممكنة كما يتم اختيار اتجاه البحث 
| ه بحيث إن : 

(آ) أي حركة صغيرة فى هذا الاتجاه لا تنتهك أي شرط . 

(ب) دالة الهدف تتحسن فى هذا الاتجاه . 
النقطة الحديلة ر × تؤخذ على أنها نقطة بداية للتكرار التالى: وتعاد جميع 
الخطوات بحيث يكن الحصول علي اتجاه يحقق أ. ب. بصفة عامة» تعرف هذه 
النقطة بأنها نقطة نهاية صغرى ( أو كبرى ) محلية للمسألة» وليس من الضروري لهذه 
النهاية الصغرى المحلية أن تكون نهاية صغرى كلية ؛ إلا إذا كانت المسألة محدبة . 
ويسمى الاتجاه الذى يحقق الخاصيتين أ« ب بالاتجاه المقبول الصالح للاستعمال . 
لهذا السبب :سميت هذه الظرق بظرق الاتهاء القيول . 

سيكون الاتجاه 5 اتجاها مقبولا عند النقطة  .‏ إذا حقّق العلاقة التالية : 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحه 51 


(TV مرا (قة + ,»رك‎ -5' V8; (x; >0 
dA > 


حيث تتحقق غعلامة التساوي فقط إذا كان القيد خطيا أو كامل التحدب . 9-6 
الاتجاه 5 الانجاه الصالح للاستعمال إذا حقق العلاقتين التاليتين : 


dA 


تعطى تفاصيل الإجراءات التكرارية لطرق الاتجاهات المقبولة في طريقة زوتندجك 
(1زنلمعانام2).» أو فى طريقة الإسقاط الانحداري» وسوف نستعرض فيما يلي 


الطريقة الأولى . 


طريقة زوتئد جك 

تختلف طرق الاتجاهات المقبولة فيما بينها فى الطريقة التى يحصل بها على 
الاتجاه المقبول الصالح . وفي هذه الطريقة يؤخذ هذا الاتحجاه على أنه الميل السالب إذا 
كانت نقطة البداية لهذا التكرارتقع داخل منطقة الحلول المقبولة وليست على 
حدودهاء أما إذا وقعت نقطة البداية على حدود منطقة الحلول المقبولة» فإن بعض 
القيود سوف تكون فعالة» ويمكن إيجاد الاتجاه المقبول الصالح ليحقق المعادلتين 
1 )ور فوع )اد ١‏ 


يكن وصف النهج أو الأسلوب التكراري لطريقة زوتندجك كالتالي : 


الخوارزمية 


(أ) إبدأ بنقطة , × واخترقيما صغيرة , © , ر 8 , +ع لاختبارتقارب الطريقة 


(ب) ادا کان 11 و 8 8 0< 8;(x ١‏ 


E‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
( آي أن , × نقطة داخل منطقة الحلول المقبولة ) 
ضع اتجاه البحث بحيث يكون : 
(iN) S.(x) = - f(X;)‏ 
نطبع (2011181126) , 8 إلي غمط مناسب ثم تنفذ خطوة (ه) » أما إذا كان 


واحد على الأقل من الشروط 0= (:*),ع نفذ الخطوة (ج) . 
(ج) أو جد إنجاها مقبو لاا صا ًا 5 وذلك بحل مسألة إيجاد الانجاه الاوك 


(UVES) minimize -d 
: نحت القيود‎ 
7و‎ Vg.(x,;) + 0,4 50 3-1, 2..... 2 
)1,۷٥( 2ج‎ VÎ +42 0 
(LY Jê [ اللاوسوضو 2 1 بي‎ 


حيث :5 هي المركبة رقم | من المنجه 5 . وقد افترض أن الشروط الأولى التى 
عددها م فعالة وجميع قيم 0 يمكن أخذها على أنها الوحدة و ل تعتبر متغير 
تصميم إضافيا . 

(د) إذا كانت قيمة “0 التي تم الحصول عليها فى الخطوة (ج) قريبة من الصفر أي 
ان بع جح d*‏ 


فى هذه الحالة نوقف الحسابات ونأخذ : 
١‏ راغلا ê‏ * 
وإذاكانت :ع > *ل نل الخطرة (7) وذلك اح : 5 = S;‏ 
(ه) أوجد طول خطوة مناسبة : .3 في الإتجاه 5 ثم احصل على نقطة جديدة 
,. × من المعادلة : 
45+ د X‏ 


(و) احسب دالة الهدف (,.. ×)؟ 
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(ز) اختبر تقارب الطريقة فإذا كان : 








(X;) - Xi) n 
اله ص ل ا‎ 
(XxX ;) 
ا‎ 
: أوقف التكرار بأخذ‎ 
± opt X 1+ [ 


إن لم يتحقق شرط التقارب نفذ الخطوة (ح) 
(ح) ضع رقم تكرار جدید ليكون 1+1 -ذ ثم كرر الخطوة (ب) 


(Î)‏ إيجاد اتجاه مقبول صالح ومناسب 
إذا كانت النقطة ¡ × تقع داخل منطقة الحل آي أن : 
لل وخ ا ق 1 و 0 > (: 8;(x‏ 
فإن الإتجاه الصالح المقبول يؤخذ كما يلي : 
VÊ(X:;)‏ - = ,و YA)‏ ,1( 
وتكون المسألة معقدة إذا كان أحد القيود أو أكثر محققا عند النقطة , × » أى عندما 
0= ); )رع 
ولإيجاد الاتجاه فى مثل هذه الجالة نقوم بحل المسألة الآتية : 
إذا أعطيت النقطة ¡ × » أوجد المتجه 8 والمقدار القياسى الذي يكبر 4 تحت القيود 
الآتبة: 
[12, 0050+ (, )7 5 ا 
0< ل + Vf(x,;)‏ 57 )1,۸۰( 


۲\٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


حيث تمثل 3 فئة القيود الفعالة و 5 تطبع (20177311260) بإحدى العلاقات الآتية : 


TA ss -5 52-1 

:-[ 
CNT) EB S1 ¢; 181l sn 
TAY) 3ع‎ VK 2 





في هذه المسألة © مقدار إختياري موجب وللتبسيط نأخذ 1= ,0 . أي حل لهذه 
المسألة له 0 < 4 هو إتجاه مقبول صالح . تعطي قيمة 4 العظمى أحسن إتجاه (5) 
والذي يجعل قيمة (:71)8 ' 5 سالبة والقيمة (:*):78 ”58 سالبة بقدر المستطاع 
ونستخدم المعادلات من (۸۳ )١,‏ إلى )١,۸١(‏ في تطبيع المنجه (5) وذلك للتأكد 
من أن قيمة ك العظمى سوف تكون قيمة محددة . 

يمكن عرض مسألة إيجاد الاتجاه بوضوح أكثر كما يلى : 
































11111111112 )-0( 
0 dg d 
ا‎ +S» 5 +S 5 + 8 0 >0 
OK 0X» 0X, 
dg d8» dg: 
5 57 +S» 22 ا‎ + 020 <0 
OX, م03‎ 01 
LAD 
0 0 dg 
8 5 جد وى عد ال ياج‎ 3 +00 0 
dx 0X2 0 
f df 
5 : e +... + 8 تا‎ + 00 
dX, 01 0X" 
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0 > 1 - م5 


sS, = 1 > 0 
و8ع-1-‎ >0 


0> م8 - [1- 


0> ص 8ه- 1- 
حيث م عدد الشروط الفعالة والمشتقات الحزثية : 
0E, Qf df‏ 08 رع08 

ha‏ الس 
محسوية عندالنقطة ,× » حيث إن مر كبات متجه البحث 2 ,...,1,2 = 1 ,58 يكن 
إن تاغل قا متحصورة يت 1 ,1-. تعرف التغيرات: : ١‏ لتكون: 

Isls‏ ,¢ |[ دوع 

ولهذا السبب سوف تكون المتغيرات سالبة» يكن كتابةالمشكلة المذكورة في صورة 
برنامج خطي قياسي كما يلي : 











أو حد: 
العيال يس gi Ee Û r e‏ اميق 
والتى تصغر القيمة (0-) تحت القيود الآتية : 
ات dı d dg‏ 
اللسين س وا 5١‏ ليه ع نه 5 باع ا 


dx, OX dx i-1 0X. 
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SE‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 




















de» de. 0 9 
(1A0) 5 52 + ظ = ولا + 620 + 52 ا سے چ 52 م]‎ 562 
Ks 0X» OX. 1= | 0 

0 de 0 3 2 

i O e +0, ,نا+‎ - 2, 50 

OX 0X» 0X, =| 0» 

af af ` @f ب‎ 0 

ڪي ي وعم + سا ] 4 ... + ]س )] 

dx, 01 dX. i=l 0X. 


lj FY ھ2 ووو‎ 


LaF وير‎ 2 


2 وټ ۴۷ےا 
>0,d>0‏ ,ا ...., 0 < و , 0< tı‏ 
حي وبيب ۷ عدون م متغيرات متممة (أو مرنة)» ويمكن استخدام 
ريقة السمبلكس التي نوقشت في الفصل الثاني لحل مسألة إيجاد الاتجاه 
() فإذا أعطي حل هذه المسألة 0 < *0 عند ذلك يكن تحسين (*) بالتتحرك 
في اتجاه الحل المقبول الصالح . 
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وإذا كانت 0 < *0 » فيمكن توضيح أن شروط كون توكر محققة عند النقطة ×» 
ولذا تكون النقطة , × نقطة مثلى عند الحل الأمثل . 


(ب) تعيين طول الخطوة 

بعد إيجاد الاتجاه 8 عند أي نقطة :ا نحتاج لتعيين طول خطوة مناسبة 28 
لكى نحصل على النقطةالتالية × كما يلى : 

راقن طلم كاب 8 (1,۸٦)‏ 

تو جد طرق عديدة لحساب طول الخطوة الأمثل. أحد هذه الطرق هو تعيين طول 
الخطوة الأمثل الذي يصغر الدالة(: 18+, ×)۴ بحيث إن النقطة الجديدة المعطاة 
بالمعادلة )١,۸7(‏ تقع في منطقة الحلول المقبولة› وتوجد طريقة أخرى لاختيار طول 
الخطوة . ۸ وذلك بالمحاولة والخطأ بحيث تحقق العلاقات : 


I(x; FA; S,) > f(X;) 
(1 ,AV) 
1): +A; 5.( > 0 | a م ا‎ 


الطريقة الأولى 

طول الخطوة الأمثل : ۸ يكن إيجاده باستخدام إحدى الطرق التي تصغر 
الدالة ذات المتغير الواحد التى نوقشت فى الفصل الثالث . ولكن المشكلة الوحيدة 
فى استخدام هذه الطرق أن الشروط لا تؤخذ في الاعتبار أثناء إيجاد + ولذلك 
فإن النقطةالحنيدلة ۽ ۸5+ عاد ن × ربجا تقع في منطقة الحلول المقبولة أو على 
حدودها أو خارج منطقة الحلول المقبولة . 

إذا وقعت النقطة ى × داخل منطقة الحلول المقبولة فهذا يعني أنه لا يوجد 
قيد فعال وبالتالى ننتقل الى الخطوة التالية بأخذ الاتجاه : 


4 0 تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
VICK)‏ -عدريرة 
(أي أثناء تنفيذ خطوة (ب) فى الخوارزمية ) ومن ناحية أخرى إذا وقعت النقطة 
ب¡ # على حدود منطقة الحلول المقبولة فإننا نولد اتجاها جديدا صالحا ومناسبا 
ب 5 = 8 وذلك بحل جديد لمسالة إيجاد الاتجاه الصالح و المناسب ( أي أننا ننفذ 
خطوة ( ج) من الخوار زمية ) . 
إحدى الصعوبات العملية التي لوحظت في هذه المرحلة أنه لكى تستكشف أن 
النقطة ,. × تقع على أحد القيود فإنه يجب معرفة ما إذا كان واحد أو أكثر م 
القيود تساوى الصفر› وحيث إن الحسابات عددية. فإننا نقول إن القيد .ع قيد فعال 
ادا کان : 
BB?‏ قدي = (ربز), 8 
وهكذا. وبالتالي يجب محديد قيمة صغيرة موجبة £ تحدد لاكتشاف القيد الفعال. 
لهذا سوف تعتبر النقطة × واقعة على قيد حدى إذا حققت : 
ع ك | )ر E‏ 
حيث © عدد صغير محدد مسقا . 
إذا وفعت النقطة ر × خارح منطة ة الحلول الممبولة» فإن طول الخطوة يصحح 
بحيث تقع النقطة الناتجة في منطقة الحلول المقبولة . أحد أبسط الطرق لتصحيح 
5 ل الخطوة تتم بالاستكمال الخطي لقيم القيد المنتتهك ؛ فإذا افترضنا أن القيد الرائي 
قد انتهك عند ¡ .7 فاعتبر الآتى : 





محقق €0 8 - ووأ قد بع )1,۸۸( 
۸ر g,(A) =a , +a‏ ةي 


تعطى المعادلتان(۸۸ ,5 ) و (1,۸۹) أن : 


َه 
لت 
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Er, “B8,‏ 
زم 
والقيمة المقربة لطول الخطوة ۸ هى .2# التى تجعل النقطة S$‏ ۸+ ;×= ,رع تفع 
على القيد الحدى أي أنها تحقق المعادلة : 


= 37 و عل > رك 








E,(X) = 0‏ 
يكن الحصول عليها بوضع المعادلة (15و1) تساوى صمرا : 
ã ۰‏ 
1 کک مل (1,۹۱) 
RB, ~8,‏ 2 


أي أن الذي قمنا بعمله أنه عندما يكون القيد رقم ۲ متتهكا (أي غير محقق) فإننا 
نحصل على قيمة مقربة يكون عندها القيد محققاً. أما إذا كان هناك أكثر من قيد 
منتهك عند الخطوة المثلى : .7 فإننا نأخذ القيد الأسوأ على أنه القيد الرائى فى اشتقاق 
المعادلة )١, ٩١(‏ ومع أن هذه الطريقة تعتبر جيدة في تصحيح طول الخطوةء إلا أن 
لها بعض العيوب . 

من الجدير بالملاحظة أن طول الخطوة التجريبي .© يجب أن يحدد ويؤخذ 
على أنه طول خطوة مبدئي عند استخدام إحدى طرق التصغير ذات المتغير الواحد . 


الطريقة الثانية 

إذا لم يكن المطلوب هو تحديد طول الخطوة الأمثل : ۸ ٠‏ فإننا نجري نوعا من 
المحاولة والخطأ لإيجاد طول الخطوة : ۸ التى تحقق العلاقة .)١,۸۷(‏ 
إحدى الطرق الممكنة هو اختيار طول خطوة © ثم نحسب القيم : 





FA f (0)‏ 5 0 >ر 8 لكل قيم 0 , ...,2 ,1 - ز 


۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(ب) 5 ؟ فى 50رع الكل ق ناح مق .1-1 
(ج) >f‏ و 0<رع لبعض قيم | 

(د) FSF‏ 8,50 لكل قيم وس 1 ا 
(هم) ji FS‏ 0ع لكل قيم ۳ , ....2 ,1 = ز 


2 1< 1 و 0< ع لبعض قيم ز 
فإذا كانت النتيجة هي (أ) أو (ب) فإن طول الخطوة المطلوب هو ¡ ۸ 
أما في الحالات (ج) إلى (و) فإن قيمة ع تنقص» ونكرر الحسابات حتى نحصل 
على الحالة (1) أول(ب) . فإذاتمقق هذا فإن تقريب جديدا للنقطة المغلى يكون : 
¡ نل + وا ع ر لا. إذا وقعت النقطة ر × داخل متطقة الحلول المقبولة. 
فإنه يكن أخذ خطوة أخرى فى اتجاه ¡ $ أو أخذ الخطوة فى اتجاه (ر »)۷۴ - 
حيث إنه لا يوجد أي قيد فعال عند هذه النقطة . 


مثال )٦, ٥(‏ 
صغر الدالة : ٍ 
8 + , «ك4 -, «4 - و ع + * =X‏ (وع f(x,‏ 
يك الشترط : 


E (x E O E TL 
: متخ خذما نقظة اة (0 ,0) = (ر × , , *) مع أخذ‎ 


01. = وع , 001. =2 ع , 001. رع 


الحل 


gx, =-4 , ۴)x,(=8 , ×= )0,0( عند‎ (( 


البرهجة في الخطية متعددة المتغيرات ويقيود مقر ا جحة ۲۲۱ 


التكرار الأول 


(ب) حيث 0 > (, *)رع نأخذ مجال البحث : 


sS, ع‎ - V(x, ) - - 





وهذا تمكن تطبيعه للحصول على 17 ,1) = رك 
(ج) لإيجاد النقطة الجديدة ر » يجب علينا إيجاد طول خطوة مناسبة فى الاتجاه 
اا سار 1 کا چ 106 بالسية الى ۸ عا : 
f(x +25 ,) = f (0 +A, 0 +2) = 22 ˆ - 82 + 8‏ 
تف 2 2 ,ارافان و 
d2‏ 
لهذا فإن الق المديدة معظأة 227 کر 8 و 2 دزي عام ع وحيت أن الق ظط 
منتهك (غير محقق ) فإن طول الخنطوة يجب تصحيحه ويما أن: 
4- = ور ار 8 = 8 ,2 > رار ع - 81 
من المعادلة )٦, ٩١(‏ طول الخطوة الجديد : 
د ا 
3 87-87 


وهذا يعطى 0 = ر | ۽ 8 وبالتالي فان ( 2 ) = ر X‏ 

















7 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


| ١ 3| 0 ٥ 2 e - و دع > 1.887 = الاك‎ : 


وبالتالي فإن معايير التقارب لم تتحقق . 


التكرار الثاني 
(ب) حصث 0=,£ عند ر 2 لدا يجب إيجاد إنجاه صالح مناسب 
(ج) يكن عرض مسألة إيجاد الاتجاه كما فى المعادلات )٦,۸٥(‏ 


f= - d 
ر /8ةز + 0 + ص26 + ب(‎ > 3 
4 


3 ظ‎ 
a ly ا‎ FAT ge 


2و 


6 | دں 


ك2 کې ل + ږ) 

0 < ,)ا 

TEN 

d> 0‏ 
يث 4 الاءو لادج لآم ل متغيرات متممةغير سالبة وحيت إن الخلول الأساسة 
الممكنة غير معروفة» فإننا ندخل متغيرا اصطناعيا ([3:815613) 0 < ور إلى القيد 
الثاني بإضافة الصيغة غير الممكنة و لإ = س يكن حل مسألة البرمجة الخطية كما هو 


موضح فى الحدول .)1,1١(‏ 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YY‏ 





المعامل الأكثر سالبية 
نلاحظ هنا أن معامل ,ا أكثر سالبية وبالتالى يدخل الأساس 











ا ها ع ادا 


ole 
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كالا تى : 
3-0 لدي لاح ۷ ,ر کل حك دو ,2 - ا 
وتكون القيمة الصغرى للدالة ٤هي‏ : 
-- ل 


وححيث إن 0 -3 فإن الإنجاه المطلوب هو : 


t1 -1 1 0 
6 ء‎ - 3 
5 7 tر-1‎ | -0. 7 


(د) حيث أن رع <" ل ننفذ الخطوة التالية : 
(ھ) تسحرك من النقطة ( 1333 . 3 فى الاتجاه (0.7-,1) = $ 
ولإيجاد طول الخطوة الذى يصغر الدالة» نصغر : 
f (1.333 +2 , 1.333-0.7 3(‏ = )„ 5 2+ي f(x‏ 
9 + 0.42 - 1.49 = 


e 2.98A - 0.4 = Û 
dA 
أى ان"‎ 
=0 14 
: النقطة الخديدة هى‎ 
133 ا‎ 10 1.467 | 
X3 =X) +4 -يرة‎ + 4 5 
RES -0.7 1.239 | 








عند هذه النقطة القيد محقق حيث 0.055- = (و ×) عوحيث إن النقطة و × 


تقع في نطاق منطقة الحلول الممكنة فإننا ننفذ الخطوة (ب) تستمر هذه التكرارات حتى 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 0 


نحصل على الحل الأمثل عند النقطة (1.2 ,1.6) =" × وتكون القيمة الصغري 
للدالة هي : 
f = 8‏ 


٣, ۲(‏ وا) طريقة المستوى القاطع 

تستخدم طريقة المستوى القاطع )cutting ماane method)‏ حل مسائل 
البرمجة غير الخطية المحدبة» وفيها تقرب القيود غيرالخطية إلى قيود خطية 
باستخدام مفكوك تايلور. عندما تكون دالة الهدف دالة خطية» فانه يكن حل 
مسألة البرمجة الخطية(المقربة)باستخدام طريقة السمبلكس . لاحظ أنه إذا كان الحل 
الذي حصلنا عليه فى حدود الدقة المطلوبة فإننا نعتبره حلا أمثل . وإذا لم يكن كذلك 
نبدأ من هذا الحل ونحصل على تقريب جديد باستخدام مفكوك تايلور حول هذا 
ا لحل ونعيد حل المسألة المطلوبة باستخدام طريقة السمبلكس ونكرر ذلك حتى 
نحصل على الدقة المطلوبة . 


تحويل المسألة 

يجب أن تكون دالة الهدف خطيةحتى يكن استخدام طريقة المستوى القاطع. 
فإذا كانت مسألة الامثلية تحتوي على دالة هدف غير خطية » فإن الأمر يستلزم تحويلها 
إلى دالة خطية كما يلي : 
لنفرض أن المسألة المعطاه هى : 

ت الفالة 7ے ده وکر ) 1 
فت الشيوق: 
اسل 50 المع عه pss‏ 556 

بإدخال متغير جديد ؛ وليكن , .. × > وتحويل المسألة إلى المسألة المكافئة بالصبغة 


6 تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


صعر : | n+‏ ۸ 
نحت القيود : 
صر و12 1ه لر 0ك g(x x X7‏ و 
والشوظ..: 
XK SU‏ 3 اع سيو DE‏ 3 ءءء O bE‏ 
وهكذا بإضافة متغير إضافي وشرط إضافى تحولت المسألة الأصلية (۹۲ )١,‏ التى 
لها دالة هدف غير خطية» إلى مسألة ذات دالة هدف خطية . 
لنفرض أننا نرغب في تصغير : 
11 
X:‏ 3 = عراع = I(x)‏ يي 
[ =1 


گت الجر وط : 


80805 0 م‎ JS Trdg, mM 


الخوارزمية 
يكن تنفيذ خوارزمية قطع المستوى بالخطوات التالية : 


١ خعطوة‎ 


نضع عداد التكرارات 1 = 1 ونبداً بنقطة مبدئية , لا مع ملاحظة ان النقطة 


قطه , × نقرب دوال القيود (×), ع إلى 





البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YTV‏ 


(1,4%) g(x) - g(x) + *(تتارع/‎ (=x), j = 1. 0ه ...و2‎ 


خحطوة ۳ 
نضع صيغة جديدة لمسألة البر مجة الخطية المقربة وهى : 
صغر الدالة : 0 
شق الشيرف: 
قا ...2 :1 ع ل 0( - Vg) (x‏ +زر ءرعو 1,0( 


خنطوة ٤‏ 
نحل مسألة البرمجة الخطية لكي نحصل على متجه الخل × 


خطوة ه 
نحسب قيم الطرف الأيسر للقيود الأصلية عند النقطة × أي نحسب 


قيم: 
SELE J SU i= As‏ 
عندما تكون : 
له 1 کل € > ( رب:ة)رع 
حيث © مقدار صغير موجب يل درجة الدقة مع العلم ان جميع القيود الأصلية 
محققة ‏ اخيرا نتوقف ونأخل : 
OF‏ بين 2 (GW)‏ 
أما إذا كانت : 
ع J>‏ ب ارزع 


لأي من قيم زنحدد الشرط أو القيد ( ,× )مع الذي يحقق : 


4 00 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(x i+1 )‏ ;8| ڪڪ = ( ربز )رع 


J 
ثم نقرب القيد 0 > ( × )ع حول النقطة رب ×باستخدام العلاقة‎ 
8 59 E(x) 2 E «(xX +1 + VgE«(x 1+1 )ْ (x - ¡+1 ) > 0 


وبإضافة هذا القيد إلى مسألة البرمجة الخطية السابقة ليكون لدينا الشرط رقم 18+1. 


رع 1 

نضع 1+ 1 = 1 والعدد الكلي للقيود في التقريب الجديد 1 + "۳=" » ثم 
نعود إلى الخطوة رقم ؟ . 

نلاحظ أنه ربجا يكون للمسألة الخطية المذكورة في المعادلة (45 ,5) حلا غير 
محدد أحيانا ويمكن تحاشي ذلك بصياغة التقريب الأول مع الأخذ في الاعتبار 
القيود التالية فقط : 

(1, ۹۸) <x; > زلا‎ 

حيث تمثل 1ء , لا الحد الأدنى والحد الأعلى للمتغير ¡ × على الترتيب » وتعتمد قيم 
57 ¡ ا علي المسألة المدروسة وقيمها ويجب ان نختار الحل الأمثل للمسألة الأصلية 
(00) بحيث لا يتجاوز المدى المذكور بالمعادلات (۹۸ و1). 


كر تعسير طريقة المستوى القاطع باستخدام المسألة الآتة ذات المتغير 
الواحد: 
| أوجد القيمة الكبرى 
f(x) = C, X‏ (1,56) 


نحت القيود 
e(x) > 0‏ ا 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 115 


حيث © ثابت» (×)ع دالة غير خطية في المتغير × . 
اعتبر منطقة الحلول الممكنة وكفاف (001]0115) دالة الهدف كما هو موضح 
بالشكل 5,7) ولكى نتجنب الحل غير المحدود نأخذ الشروط على × بحيث 
oC SK 5 0‏ عييك 8 3 ذا الحد الآذنى والأعلى للمتخير ×. پاسشخدام هن 
الشروط نصيغ مسألة البرمجة الخطية كالآتي : 
أوجد القيمة الكبرى للدالة 


Rh f(x) = بح‎ X 


تيج الشروط 
GSR Sd‏ 
يلاحظ أن © = * × هو الحل الأمثل للمسألة الخطية» بعد ذلك نفك دالة 
الشرط (×)ع حول النقطة» لتحويلها إلى دالة خطية ثم نضيفها إلى فئة الشروط 
السابقة » وبالتالي تصبح مسألة البرمجة الخطية بالصياغة 
أوحد القبية ابرع لادا 
Cx‏ = (2)) ا 
حت القيود : ظ 
NY GSK û‏ 


E YY ع‎ )©( + 6) > 0 


تحددمقطقة الخلول للج #طيقا روط و13١8‏ با0 وا اوكب) 
[انظر شكل )٦,۲(‏ آء يكن ملاحظة ان الحل الامثل لمسألة البرمجة الخطية المقرية 
بالمعادلات (١١٠١,5أءسء‏ ج) هوع = *×. نقرب الشرط 0 > (×)ع حول التقطة 
ع = ”× لتحويل معادلته غير الخطية إلى معادلة خطية» وبإضافة فئة الشروط السابقة 
إليه نحصل على المسألة التالية للبرمجة الخطية المقربة كما يلي : 


۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 








(x) =0‏ ع 


(x) <0‏ ع 





(x) 2> © |× 


الشكل رقم .)٠,۲(‏ التمثيل البياني للمسالة المذكورة بالمعادلتين (5,49) 
gS EA‏ 


أواحدل القيمة الكبري للدالة : 


OTN f(x) = C, x 

نحت القيود : 
0 ع TJ e‏ 
0 > (خع-:).(6) 4 + (Cc)‏ ( ۹۲ وا ج) 


(ST. °) (ع)ع‎ + 0 (€).(x-e) = Û 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ۹ 
نقرب القيد إلى معادلة خطية حول النقطة © = × 
يكن ملاحظة المدي المسموح به للمتغير × طبقا للشروط (١١١٠,7أ)‏ 
و(١١٠51"س)و(١١٠59ج)و(1١١٠,5د)نقرب‏ الشرط 0 > (×)ع حول النقطة 
۴ = × ثم نضيف فئة الشروط السابقة (؟١٠55)‏ لنحصل على تقريب جديد 
لسألة البرمجة الخطية . 
نستمر في تنفيذ هذه الإجراءات حتى نحصل على ال حل الأمثل بدرجة الدقة 
المطلوبة . ومن الشكل (5,7) والشكل )١, ٤(‏ يكن ملاحظة أن الحلول المثلى 
لجميع مسائل البرمجة الخطية المقربة (مثل النقط .....,6,1,©) تقع خارج منطقة 
الحلول الممكنة وتتقارب فى اتجاه الحل الأمثل الحقيقي 4=× [ وهذا محقق 
حف لر قات المسألةمتعددة المتغيرات ]. 





من المفترض الاستمرار في إجراء هذه العمليات حتى نحصل على حل 
للمسألة المقربة للقيو د الأصلية ليحقق درجة دقة معينة» أي أن 
E(x) >‏ 
حرق 8 کم صف #موجية و اهو الل الآمل للظريبع1 لسالة البرفية الخظية. 
يلاحظ أن المخطوط المعرفة بالمعادلة : 
لجميج قيم »ا 
8ے ا de‏ + 
(x) ۳ a) E -š )‏ 
تقطع جزء من منطقة الحلول الممكنة» ولهذا سميت هذه الطريقة بطريقة 
المستوى القاطع . 


۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


تقريب القوطبا ك )ع الى حعاذلة خطبة حورل النقطة هت 


(c)(x-C)‏ لي (©)ع 
dx‏ ) 


تقربب الشرط 0 > (×)ء إلى معادلة خطية حول النقطة 0 > ير 





| do , 5 
e(e) + 5 (e)(x-e) 
عش‎ dx 


الشكل رقم .)١,۳(‏ تقريب الشرط إلى معادلة خطية حول € = × . 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة i‏ 


تقريب الشرط 0 > (×)2 الى معادلة خطية حول النقطة )-/ 


(x)‏ 0 °8 + نمع 
5 


E(x) > 0 
ء)e)+‎ “® (e) (xe) 
dX 





الشكل رقم ٤(‏ ,1). تقريب الشرط إلى معادلة خطية حول © =×. 


٤‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
فكال 17 ,) 
مغ - (x12) > xı‏ 
تحت القيود : 

KAK Xx; 215-100‏ =( )ع 
اسم عر لكوي القاطم . وبدرحة دقة 0.02 = ع لاحظ ان القيد المطلوب 
يمل بقطع ناقص. وبالتالي فإن المسألةالمعطاة هي مسألة برمجة محدبة . يتصح من 
تمثيلها البياني أن الحل الأمثل هو (0,1) = (2×,×) وعندها يكون: 


[- = ...)ا 


ITU 
الحل‎ 
باتباع الخطوات ۱ء 275 ۳ نبدأ بأي حل يتحاشى إمكانية أن يكون الحل الناتج‎ 
عير محدود وليكن ذلك اختبار:‎ 
Ex SF & AED 
: ثم نحل مسألة البرمجة الخطيةالآتية‎ 
: اوك القيمة الصغرى للدالة‎ 
f(xı,x2) = xı ا‎ 
حت القيود:‎ 
EK S2 
CU, AT 2 
: يكن الحصول على حل هذه المسألة كما يلى‎ 


x= )22( , KIX; --4 


١ خطوة‎ 


حيث إننا حصلنا على مسألة برمجة خطية واحدة فإنه يكن أخز : 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 0 
1-2,2 = رھ 2 رپ 


ع < 23 = g(x)‏ 
فإننا نقرب الشرط (×) رع حول النقطة 





× حيث إن : 














015 رع‎ )2( > g8, (x2) + Vg, (x2) (x - *2( SÛ 
. 08 قو ے "5 ظ‎ 
ا , 23 - (يعارع‎ - 6‰ -2× 2|, - -6 
dE, 1 ا‎ 06 
x2 lx. = )-2 + الوك‎ = 8 








عندئذ نصبح المعادلة (3.36) aT,‏ 
8x, -25 <0‏ + ,«16- = )%(,8 


بإضافة هذا القيد إلى مسألة البرمجة الخطية السابقة فإن المسألة الجديدة تصبح 


(Xر,X2)‎ =X, - و»ا‎ 


نحت القيود : 


CY) COE, 9 
3و(‎ 8( “2S Ks 52 
| 2166 + 82 - 25 0 


خطوة ١‏ 
ضع رقم التكرار 2 =1 ثم انتقل إلى الخطوة ٤‏ . 


مم تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


خطوة ٤‏ 
بحل مسألة البرمجة الخطية المذكورة في المعادلة(5 ٠١‏ ,7) نحصل على الحل 
05- = (gوx)£‏ = وگ و [0.5625,2.0] = x4‏ 


خطوة ه 
حيث إن ع < 6.1992 = (, ») [ 8 فإننانقرب (×), ع حول النقطة ۾ × 


كما يلى : 


Cl VT e (x) > 8, (x) + V8, (K+) Ek ) <0 
رع‎ (x) = 6.19972 , للدت‎ - 736 dE, | 565 
ع‎ 0X, jx, 0X2 |x. 








وتصبح المعادلة (5 1١١‏ 5) على الصيغة : 

0 > 8.19922 - ي5.125 + )x( = -7.375x,‏ رع 
وهذا يعطينا مسألة البرمجة الخطية الجديدة 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 


و23 12> زد عدي 106 


: نحت القيود التالية‎ 
2ک ¥ ک2‎ 
TE Ky, E2 
| -16x, +8 ريوع‎ -25 > 0 
7315 K FLASK, I922 > 0 


C1 °) 


خطوة ٦‏ 
ضع 3 -1 ثم انتقل إلى الخطوة ۷ 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ¥ 
خطوة ۷ 


حل مسألة البرمجة الخطية المقربة للمعادلة CTs ٠١١(‏ ل علي ار 
X4 = )0.2787,2.00( , f(x) - -3‏ 


تستمر هذه الإجراءات حتى يتحقق شرط التقارب © > ): 6 في الخطوة 0 


)٦ , ٤(‏ الطرق غير المباشرة 
فى معظم الطر ق غير المباشرة (72615005 120117666) تحل المسألة المقيدة كمتتابعة 
من المسائل غير المقيدة» وسوف نناقش بعض هذه الطرق في هذا البند. 


(2222 تقبيات التحويل 

لبعض مسائل الأمثلية المقيدة قيود مثلة بدوال بسيطة في المتغيرات وفي مثل 
هذه الحالات فإنه من الممكن تبديل المتغيرات بحيث تتحقق القيود ذاتياً. 

في الحالات الأخرى» من الممكن معرفة أي من القيود تكون فعالة 
(يلاحظ بأن ال لقصود بالشنرط الفعال هو الشرط الذي يتحقق مع إشارة أو علامة 
التساوى )عند الحل الأمثل. في هذه الحالات يمكن استخدام معادلة القيد 
الخاصة (*)ر ع لكي نحذف بعض المتغيرات من المسألة» وسوف تعرض كل 
الحالات السابقة فى طريقتين» وهما طريقة تبديل المدغيرات وطريقة حذف 
المتغيرات . | 


اضيب سيدا ;(x)‏ 8 دوال واضحة (صريحة) في المتغيرات .× ولها 
صيغ بسيطةء فيكون من المحتمل عمل تحويل للمتغيرات المعتمدة (غير المستقلة) 
بحيث تتنحقق القيود ذاتيا. لذا فإنه من المحتمل تحويل مسألة الأمثلية المقيدة إلى 


۳۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


مسألة غير مقيدة بعمل تبديل للمتغيرات . وأحد أنواع القيود التي تصادفنا كثيراً 
ويمكن أن يتحقق بهذه الطريقة هي القيود التي تكون المتغيرات فيهامحدودة من 
أسفل ومن أعلى بثوابت معينة أي أن يكون : 
)0,١( 1, Sx. Su;‏ 
خیث .۰1 :ا هي الحد الأسفل والحد الأعلى على الترتيب التي تحد المتغير 2 
تتحقق هذه القيود بتحويل المتغير ,× على الصورة : 
x. =1 + (u; -1;) sin y;‏ 80( 
حيث ولا هو متغير جديد يكن أن يأخذ أي قيمة . 
في الحالة الخاصة وعندما يكون المتغير .× في الفترة (0,1) يمكننا استخدام أي 
تحويلة من التحويلات الآتية : 
ولا قله > x;‏ 


2 ا 
COSY;‏ = بع 


RE 





ومن ناحية أخرى إذا كانت المتغيرات محددة وتأخذ ق قيمأتقع بين -1١‏ فإنه یکن 
اختيار أحد التحويلاات 
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وبعد تطبيق هذه التحويلات فإن النهاية الصغرى غير المقيدة تعطى بدلالة المتغيرات 
الجديدة. ويجب ملاحظة النقاط التالية إذا أردنا استخدام طريقة التحويل : 
١‏ - يجب أن تكون الشروط (×)ز ع دوال بسيطة في ;×. 
؟- قد لا يكون من السهل إيجاد التحويلة الضرورية لبعض القيود . 
“- يفضل عدم استخدام التحويلة التي تستنفد كل القيود؛ لأن التحويل 
الجزئي قد ينتج دالة هدفا يكون إيجاد القيمة الصغرى لها أصعب مقارنة 
بانجاد القيمة الصغرى للدالة الأحصلية: 
ولتوضيح هذه الطريقة نورد المثال التالي : 


مثال (/او") 
أوجد أبعاد متوازي المستطيلات التي تجعل حجمه أكبر ما يكن بشرط ألا يزيد 
ارتفاعه على 57 سم ولا يزيد مجموع محيط قاعدته وارتقاعه على ۷۲ سم . 


الحل 
نفرض أن ,× ر× و تمثل الارتفاع والطول والعرض على الترتيب . 


يمكن كتابة النموذج الرياضي للمسألة كما يلي : 


EEL (xX, 5 X2 و‎ Xڊ)=X,‎ X» X3 


2 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


تحت القيود : 


11 ¥ xa IK, STL 
Ct YE) 5ك رع‎ 
05 50 û يد‎ 0 and وخ‎ 0 


ندخل متغيرات جديدة لا دلاءع ولإ كما يلي : 


٣٣ل‏ كيان 177( 


(Tt EY 





2و *> دلا أي أن ولا رع | 


عندئذ يمكن التعبير عن القيود )5,1١5(-)7,111"(‏ كما يلى : 
lo >> 42‏ 
6 >ولا > 0 )٦,۱۱۸(‏ 
2 >: لا > 0 
حيث يكن الحصول على الحد الأعلى للمتغير و لا بوضع 0-ج »> ,»ا في المعادلة 
80( یت إن ×ء × مقيدة لكونها موجبة» فمن البدهي أنه لا يكن أن 
تناظر قيمة سالبة للمتغير و ×(حجم سالب) قيمة عظمى للدالة ۴ وبالتالى فيمكن 
التغاضي عن المعادلة )81١7(‏ عند إجراء الحسابات وتتحقق مجموعة القيود 
)١, ١03‏ ذاتيا إذا عرفنا المتغيرات ,۰7 ۰22 21 كما يلي : 





البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ۲٤١‏ 
:51172 42 00 
و2 “لو 36 عدولا 11 
sinٌzy‏ 72 دولا 


فاا اسعشدهتا العادلات 1119 )و 1١0‏ يا) قإتهعكن مويل مسالة الاأمقلبة 
المشروطة إلى مسألة الأمثلية غير المقيدة التالية ء وهى إيجاد القيمة العظمى للدالة : 


1) 22,23) = 242 sin” zı (36 N Sin Z4 






Cy Y9 -42 sin”z, - 72 sin” zر)‎ 


= 4536 siz; Si Za (12 5111 22-7511372 -12 sin 2) 


لإيجاد أكبر قيمة للدالة 4 » نستخدم القيود أو الشروط الضرورية التالية : 
0 


-)4536()4( sin z, cos 2 sin “2, (6 sin*”zy - 7 رع تصنو‎ - 6 sinz,)=0 





YN 


01 5557 !| هر ق‎ 
ل‎ --)4536()2( sin * 2, Sin Zz ر„‎ COS Z, (12 “لأ5‎ 2 -7 sin “Zz, -24 sin“z, )=0 
1 


UI) 


01 ظ‎ SEE 
Ct IJ) = (493024) 5187 2, SiR 7 22 SIN Zz, COSZ, = Û 


و 





يتضح من المعحادلة(7١,5)‏ أن 0-,2 sin‏ أو 27-0 sin‏ أو 27-0 sin‏ أو 
2-0 05ء . نلاحظ أنه إذا أخذنا 0-,2 "اء أو 22-0 ١1ء‏ فإنه لا يكن الحخحصول 
على أى معلومات عن +2 أو 2 من المعادلات الأخرى وتالكشانة سيؤدى اذ 
0ج مأو إلى حل تافه (عديمّ الفائدة) 0 عوج =2 من المعادلتين 1111517) 


E‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

و1۲۲ ,ا ) لذلك يجب أن تساوى و2 5685 الصفر لععحقق المعادلة 179 ,) 
وهذا يؤدى إلى أن 1 =2 sin”‏ و موو جر زی وينتظر هذاالحل 
فيمة عظمى نسبيه للدالة 1 باستخدام المعادلة )5,1١1١94(‏ والمعادلة )5,1١١1/(‏ فإن 
حل المسألة باستخدام المتغيرات الأصلية هو (12 , 12 , 24)-( 25 , يُعد, *) . 

أي أن الارتفاع يساوي 74 سم » والطول يساوي ١١سم»‏ والعرض يساوي 
١1اسمء‏ ويكون أكبر حجم هر 0107 3456 = ونون ؟. 


طريقة حذف المتغيرات 

تعتمد الطريقة الثانية وهی حذدف المتغيرأت (721130125 )eliminatlon of‏ على 
استخدام القيود الفعالة فى حذف بعض المتغيرات . لنفترض أن لدينا مسألة أمثلية 
لھا" قيد على ٠‏ مغة متراجحات من || حتما ]ايه تكون جميعها فعالة عند التقطة 
المثلى. فإذا كان من المعروف أن تكون أي من الشروط فعالة عند النقطة المثلى. 
فيمكن باستخدام معادلات هذه الشروط حذف بعض المتغيرات من المسألة . لهذا لو 
كان من المعروف أنه يوجد عدد (1)5>7 من القيود الفعالة عند النقطة المثلى. فيمكن 
حذف أي : من المتغيرات في المسألة ونحصل بذلك على مسألة جديدة لها عدد 5-7 
من المتغيرات و 10-1 من القيود. 

سيكون حل هذه المسألة الجديدة أبسط من حل المسألة الأصلية. العائق 
الرئيسى لهذه الطريقة هو ص صعوبة معرفة أي من القيود يكون فعالاً عند النقطة المثلى ؛ 
لذا ففي المسألة العامة التي لها 12 من القيود نحتاج إلى التأكد من الآتى : 

00 إيجاد القيمة الصغرى للدالة (*)1 بدون أي شروط (بفرض عدم وجود 
فيود فعالة عند النقطة المثلى) . 

(ب) إيجاد القيمة الصغرى للدالة (×)۴ بأخذ قيد مساواة (بفرض أن الشرط 
فعال عند النقطة المثلى) . 





البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة EF‏ 

(ج) إيجاد القيمة الصغرى للدالة (*)1 بأخذ كل التبديلات الممكنة من 

القيود» فعلى سبيل المثال يأخذ قيدين ( بفرض أن هذين القيدين فعالان ) وهكذا فإذا 

وجد أي حل يحقق شروط كون توكر الضرورية فمن المرجح أن يكون هذا الحل نهاية 

صغرى محلية للمسألة الأصلية . يلاحظ أنه فى حالة عدم معرفة أي من القيود 
ستكون فعالة عند النقطة المثلى» فإن عدد المسائل المتوقع حلها هو : 





١ +m + MD MDMA سد‎ MM E E 
ا2‎ 3! (m-n)!în! k= o k! (m-k)! 


وعلى سبيل المثال إذا كان للمسألة الأصلية 5 متغيرات وعشرة قيود» فإن عدد 
المسائل المتوقع حلها هو : 


5 
10! 


(10-k)!‏ ت 
ويلاحظ أن هذا الرقم كبيرجدا. 


مثال )٦,۸(‏ 
أوجد حل الآسألة الذكورةفى الخال (۷ ,۴ ) بفرغى أن القيد 1119 51) فيد 
فعال عند النقطة الملى . 


الحل 
يكن صياغة المسألة كما يلى : 
أو جد القيمة العظمى للدالة : ۰ 
GS.‏ 1ك i Ks; RF‏ 7 و( 
حت القمود : 
FIX, 7‏ ر عر امب Ck, 11 XK‏ 


IT kK, 52 


E‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
EA‏ 16 
20 مخ (TTA‏ 
(TN a 0‏ 
بإستخدام المعادلة )١, ٠٠١(‏ يكن التعبير عن ,× بالمعادلة : 
CoS ×, = 2)36 - × - × (‏ 
ويمكن التعبير عن دالة الهدف بالمعادلة : 
(3 ×2× - ×2× - ×2× 2)36 = (و× , (uA) f)‏ 
الان يكن إيجاد القيمة العظمى للذالة ( وع ۽ )على اععبار أنيامقيدة ويکر ن 
ا لحل مقبولاً إذا حقق القيود من (5,177) إلى )١, ٠۲۸(‏ بحل المعادلات : 
af |‏ 
77 
01 
ڊ 0X‏ 
نحصل على 12=ر× و 12× ويؤدي هذا إلى أن قيمة 24= , < من المعادلة 
١اا‏ وعصيق أن هذا الل يخقق القبورد ع( ١١‏ و إلى ( ااي فالة 
يعتبر حلا للمسألة الأصليةء ويكون أكبر حجم لوازي المستطياا 


2 3# # ۴ # 8# مره 





Es hE = 2)6 X4 - 6 x2) =0 


(1, ۳( 





= 2)36 x - ×5 - 2X5 ( > 0 





)٦, ٤, ۲(‏ أساسيات تقريب طريقة الدالة الجزائية 
طريقة الدالة الجزائية تحول مسألة الأمثلية الأساسية الي صيغ بديلة حيث يمكن 


ايجاد الحلول العددية عن طريق حل تتابع من مسائل التصغير غير المقيدة. اعتبر 
مسألة الأمثلية الأساسية على الصورة التالية : 


E‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
EA‏ 16 
20 مخ (TTA‏ 
(TN a 0‏ 
بإستخدام المعادلة )١, ٠٠١(‏ يكن التعبير عن ,× بالمعادلة : 
CoS ×, = 2)36 - × - × (‏ 
ويمكن التعبير عن دالة الهدف بالمعادلة : 
(3 ×2× - ×2× - ×2× 2)36 = (و× , (uA) f)‏ 
الان يكن إيجاد القيمة العظمى للذالة ( وع ۽ )على اععبار أنيامقيدة ويکر ن 
ا لحل مقبولاً إذا حقق القيود من (5,177) إلى )١, ٠۲۸(‏ بحل المعادلات : 
af |‏ 
77 
01 
ڊ 0X‏ 
نحصل على 12=ر× و 12× ويؤدي هذا إلى أن قيمة 24= , < من المعادلة 
١اا‏ وعصيق أن هذا الل يخقق القبورد ع( ١١‏ و إلى ( ااي فالة 
يعتبر حلا للمسألة الأصليةء ويكون أكبر حجم لوازي المستطياا 


2 3# # ۴ # 8# مره 





Es hE = 2)6 X4 - 6 x2) =0 


(1, ۳( 





= 2)36 x - ×5 - 2X5 ( > 0 





)٦, ٤, ۲(‏ أساسيات تقريب طريقة الدالة الجزائية 
طريقة الدالة الجزائية تحول مسألة الأمثلية الأساسية الي صيغ بديلة حيث يمكن 


ايجاد الحلول العددية عن طريق حل تتابع من مسائل التصغير غير المقيدة. اعتبر 
مسألة الأمثلية الأساسية على الصورة التالية : 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 5 
اول × التى : تصغر الدالة (×)۴ نحت القيود التالية : 


تاي 2 ,1-1 CITE) SO,‏ 
تتحول هذه المسألة إلى مسألة تصغير غير مقيدة بتكوين دالة على الصورة : 
IT‏ 
CW) = PETE) FF, Z 0 8 0‏ 
J=1‏ 


حيث , O‏ (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود 8 و 9 [r‏ متتابعة 
مطردة التزايد أو التناقص من الأعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم الجزاء وتحقق 
العرط «١‏ نأا (في حالة التناقص). 

سا سيو بتكوين دالة على الصورة: 


IH 


iF يري‎ = (x, r,) = f(x) +r, Z © ,[g ;(x)] 
دز‎ 


حيث ز 3) (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود 8 و 1 5] هو 
متتابعة مطردة التزايد أو التناقص من الأعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم ۳ 
وتحقق الشرط 0 > »۲ 1.182 (في حالة التناقص). . 

يسعى الخد الغائي في الججهة اليسنى من الماد ١۴١١0‏ و 1") حدالحزاء وسوف 
تظهر أهميته فيما بعد . إذا كان التصغير بدون قيود لدالة © مكرر من أجل متوالية من 
قيم معلمة الجزاء ۽ * فإن الحل يكن تقريبه لكي يصبح كحل للمسألة الأصلية 
العرفة بالحادلة (5,173) ا فوالسي التق مسح أسملةقفرقت 
لريقة داه ة ادو ايس باس اليب ال يي [المعوالية قير الق اة 
Unconstrained Minimization Techniques)‏ اSeQuentia)‏ ویختصر بالرمز 


.(SUMT) 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 5 
اول × التى : تصغر الدالة (×)۴ نحت القيود التالية : 


تاي 2 ,1-1 CITE) SO,‏ 
تتحول هذه المسألة إلى مسألة تصغير غير مقيدة بتكوين دالة على الصورة : 
IT‏ 
CW) = PETE) FF, Z 0 8 0‏ 
J=1‏ 


حيث , O‏ (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود 8 و 9 [r‏ متتابعة 
مطردة التزايد أو التناقص من الأعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم الجزاء وتحقق 
العرط «١‏ نأا (في حالة التناقص). 

سا سيو بتكوين دالة على الصورة: 


IH 


iF يري‎ = (x, r,) = f(x) +r, Z © ,[g ;(x)] 
دز‎ 


حيث ز 3) (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود 8 و 1 5] هو 
متتابعة مطردة التزايد أو التناقص من الأعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم ۳ 
وتحقق الشرط 0 > »۲ 1.182 (في حالة التناقص). . 

يسعى الخد الغائي في الججهة اليسنى من الماد ١۴١١0‏ و 1") حدالحزاء وسوف 
تظهر أهميته فيما بعد . إذا كان التصغير بدون قيود لدالة © مكرر من أجل متوالية من 
قيم معلمة الجزاء ۽ * فإن الحل يكن تقريبه لكي يصبح كحل للمسألة الأصلية 
العرفة بالحادلة (5,173) ا فوالسي التق مسح أسملةقفرقت 
لريقة داه ة ادو ايس باس اليب ال يي [المعوالية قير الق اة 
Unconstrained Minimization Techniques)‏ اSeQuentia)‏ ویختصر بالرمز 


.(SUMT) 


525 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


يكن تقسيم صياغة دالة الجمزاء من أجل المسائل ذات القيود المتراجحة إلى 
نوعين تسمى الطرق الداخلية والخارجية ففى الصيغه الداخليةبعض الصيغ المعروفة 


1 


20170 0 لح‎ 
: 8 ;(x) 

[ لتار ع-]108 حر 0 (Tt A)‏ 
وبعض الصيغ شائعة الاستخدام لشكل الدالة ; 6 فى حالة الدالة الجزئية الخارجية 
هي : 

0 0 ;= max [0,28 ;(x)] 
(1,7 G ;={max [0.g ;,()1} ˆ 


تقع جميع القيم الصغرى غير المقيدة للدالة ‏ 0 في الطرق الداخلية» في 
منطقة الحل الممكن وتتقارب إلى حل المتراجحة (4.28)من الداخل عندما تتغير > ۲ 
بأسلوب معين . 

أما القيم الصغرى للدالة ۽ © غير المقيدة» في الطرق الخارجية» فتقع جميعها 
في منطقة الحل الممكن وتتقارب إلى الحل المطلوب من الخارج عندماتتحول ‏ 7 
بأسلوب معين . ظ 
فى شكل (1,0) تتقارب ۽ © غير المقيدة للمسألة البسيطة التالية : 


أو جل ل * ]- XxX‏ التي تصغر | xX‏ 0 > (2)] 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متر اجحة TEN‏ 


فت القيد: 


E(x) =B-X, < 0 


من الشكل ( ٠‏ ,5 -أ ) يكن مشاهدة ان القيمة غير المقيدة للدالة (, 5و )40 
تتشارب إلى النقطة المثلى ّْ × عندما يتزايد المتغير ۽ ۲ تتابعيا. من ناحية أخرى تعطى 
الطريقة الداخلية الموضحه فى الشكل ( 0 , ٠٦‏ -ب ) تعطى تقاربا عندما ينقص المتغير 


و © اسيا 
b f‏ 
هم د 
(KX) = O X,‏ 
الثقغة الكل 





G;lg;(%)] = [max[o, e,0] الشكل رقم( ,"-أ).‎ 


E۸‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


( .کے 
Bx.‏ 


0 7 (XK, ( 





الشكل رقم (5.0- ب). (*) /g;‏ 1- > [50) رع] ,0 
سوف نناقش فيما يلى خوارزميات الدوال الحزائية الداخلية و الخارجية . 


طريقة الدالة الجزائية الداخلية 

کسا اقا سابقا في طريقة الدالة الجزائية الداخلية» فإنه يتم إنشاء دالة 
جديدة (الدالة ©) بزيادة حدو دود الجز اء لدالة الهدف . يتم اختيار خم د الجزائية 
بحيث تكون قيمها صغيرة عند النقط البعيدةمن حدودا لقيد» وتصل إلى 
اا ا ابسن عزوو قاد لذلك دات دا عملبة تفي النالة 
(» ١ء‏ ×) غير المقيدة من أي نقطة ممكنة , ×» فإن النقاط المتتالية المولدة ستقع دائما 
في منطقة الحلول الممكنة. لأن حدود القيد تعمل كحواجز خلال عملية التصغير 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 7 


ولهذا السبب يطلق على عملية دالة الجزاء الداخلية طريقة الحاجز في دالة #المعرفة 
كالتالى : 
7 8 ب« - p(X sr) = f(x)‏ ا 
يلاحظ أن قيمة الدالة عي أكبر من ؟» حيث (×)زع تكون سالبة لجميع 
التقاط الممكنة وإذا تحقق أى قيد (×);ع ( بعلاقة مساواة ) فإن قيمة 0 تؤول الى 
مالانهاية . و يؤدي هذا إلى وجود عيوب رئيسية عند استعمال المعادلة )1,١55(‏ 
حيث إن هذه الصيغة لا تسمح بمخالفة أي قيد» فهي تتطلب نقطة بداية مكنة ( تحقق 
جميع القيود ) للبحث نحو النقطة المثلى. وسوف نوضح طريقة لإيجاد نقطة البداية 
الممكنة. حيث أن نقطة البداية» وكذلك النقاط المتتالية المولدة بهذه الطريقة تقح 
داخل منطقةالحل للفراغ المصمم » لذلك صنفت هذه الطريقة على أنها صياغة 
الدالة الجزائية الداخلية. يكن تلخيص الإجراءات التكرارية لطريقة الحاجز 
(181) فيما يلى : 
العمليات التتكرارية 
١‏ - ابدأ بنقطة أولية , × تحقق جميع القيود بدون تحقق علامة التساوي. أي أن : 
لاع قا اكز . 0 > ;(X)‏ 8 
وقيمة اولية 0  <‏ 1» وضع [ دعا . 
؟ - صغر الدالة (, 51 06# باستخدام أي من طرق التصغير غير المقيدة واحصل 
على الخل 6 . 
۳ - اختبر ما إذا كانت ۽ × هي الحل الأمثل للمشكلة الأصلية . فإذا كانت » × هي 
النقطة المثلى أوقف العملياتء وإذالم تكن كذلك فانتقل إلى الخطوة 
التالية . 
٤‏ - أوجد قيمة معلمة الحزاء التالية ...1 من العلاقة ٥.۲»‏ = ر٣‏ حيث 1 >0. 


10۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
4- ضع 1+ K‏ .عا مع أخذ نقطة البداية الجديدة )×= , ×ثم ارجع ونفذ 
الخطوة ؟ . 
يو جد عدد من النقط التى يجب اعتبارها عند تنفيذ هذه الطريقةء وهي : 
(أ) ملاحظة عدم توفر زة 
(ب) يجب ايجاد قيمة مناسبة لمعلمة الجزاء الإبتدائية | ۲ 
(ج) يجب إيجاد إختيار قيمة مناسبة لمعامل الضرب © . 
(د) يجب إختيار أسلوب تقارب مناسب لمعرفة النقطة المثلى 
(ه) يجب ان تكون القيود معايرة (2013:1211260) بحيث إن كلا منها يكون 
0 , 1 قط 
وسوف نناقش هله المفاهيم فيما يلى : 





ة البداية فى بعض الحالات 


نقطة البدء الممكنة , × (التي تحقق جميع القيود) 
فى المسائل العملية من الممكن إيجاد نقطة مبدئية تحقق جميع القيود. باک 

بعض المواقف حيث النقط الممكنة مصممة » فإنه ليس من السهل إيجاد هذه النقطة . 

في مثل هذه الخاللات يكن إيجاد هذه النقطة باستخدام طريقة الدالةالجزائية الداخلية 

كما يلى : 

-١‏ اخحتيار نقطة اختيارية , ٭×. حيث إن النقطة , × اختيارية فمن المحتمل أنها لا 
حقق كل القيود بإشارة عدم التساوي المحددة» فإذاكانتآ من الشروظ الى 
عددهأ ص غير محققة أى أن : 

g;(x,) >0 ,j=1,2,...m-r 
(1,۳(7 
م ..., 4 +111-1, 1[ +111-1--ل, 0< ( «ارع‎ 
: مت أن‎ ٠ عن القيد الا كر انتهاكاعقذ التقطلة , کد وذلك بايجاد‎ .-5 


(1,166) (رعايع‎ = max [g;(x,) و‎ j=m-r+1,m-r+2,..., m | 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ۲0۱ 
۳- الآن ضع صياغة لمسألة أمثلية جديدة كما يلي : 
أوجد × التي تصغر (×) ع تحت القيود : 
1 - تقب ,2 ,1 [ ,0ر( 

4 قل kK, Rye,‏ ...دنه BES 0, j = BFL,‏ رعرع 
“- حل مسألة الامثلية المصوغة في الخطوة )١(‏ بأخذ النقطة , × كنقطة بداية مكنة 
واستخدام طريقة الدالة الجزائية الداخلية مع ملاحظة أن الإجراءات تتوقف 
عندما تكون قيمة دالة الهدف (),8 أقل من الصفر . ولهذا سوف يكون 

الحل الناتح ۾ × محققاء على الأقل» قيد زيادة على الذي حققته النقطة ,× . 
4- إذا كانت القيود غير محققة عند النقطة ., × ضع نقطة البداية الجديدة ,ا = × 
ثم أعد ترقيم القيود بحيث تكون القيود الاخيرة التي عددها 1 غير محققة ( مع 
ملاحظة ان قيمة 1 سوف تكون مختلفة عن سابقتها ) ثم نفذ الخطوة (۲) هذه 
الإجراءات تتكرر حتى تنحقق كل القيود» ونكون قد حصلنا على نقطة 
Xr‏ > : ,× التي لها : 


gE ;(K)<O0 1 e لذي 2و‎ 


القيمة الأولية لمعامل الجزاء )١,(‏ 

ما أن دالة التصغير غير المقيدة ۲ ,)4 يجب إجراؤها لمتتابعة متناقصة ۽ 1 . 
فقديظهر أنه باختيار قيمة صغيرة جدا للمعامل , ۲ يمكتنا تفادي عدد زائد من 
التصغيرات للدالة #ولكن من وجهة نظر حسابية » يكون من السهل تصغير الدالة غير 
المقيدة (.* ,)0 . إذا كان ,۲ كبيرة يكن مشاهدة ذلك من الشكل ٤(‏ -١ب)‏ حيث 
تضح أن قيمة الدالة #تتقير أكثر سرعة بجوار القيمة الصهرى :4 حيث إنه من 
الأسهل إيجاد القيمة الصغرى لدالة يكون رسمها أكثر نعومة (5102000167)» سوف 
يكو ن التصغر اللقبد للدالة أكثر سنهولة إذا كانت كبيرة: 


o۲‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


على أية حال ستكون القيمة الصغرى للحل × ٠»‏ » © أكثر بعدا عن القيمة 
الصغرى المطلوبة " × إذا كانت ۲ كبيرة لذلك فإنه يتطلب عددا زائدا من التصغيرات 
غير المقيدة للدالة (,: ,)0 (لعدة قيم للمعامل م 1) للوصول إلى النقطة * . فإذا 
أختيرت ,5 لكي تكون عددا كبيرا جدا. لذلك يجب اختيار قيمة معتدلة لمعامل 
الجزاء الأولى , ۲؛ عمليا تساوي قيمة ‏ ۲ التي تعطي قيمة(»۲ و :)0 تقريبا 1.1 
إلى 2.0 مضروبا في قيمة الدالة ( , ×)۴ وجدت بأنها مناسبة جدا في إيجاد تقارب 
سريع للعملية . لذلك فلأي نقطة بداية ممكنة و فإن قيمة | 1 تؤخذ كالتالى : 
ف (1.هك ىم ]ع ا E E‏ 0.1 - بع (5,155) 
د 


10ر6 2 


عند إختيار القيمة الأولية »۲ ٠‏ فإن القيم التالية للمعامل م1 يجب اختيارها 


بحيث إن : 


) YEN) SF 
: للملائمة فإن قيم م ۲ تختار تبعا للعلاقة‎ 
(1, 1۸( = ETE 


: نحيث إن 1 > ©٥‏ وقيمة © يكن أن تؤخذ كالآتى : 
03 أو 02 أو 0.5 أو . . . إلخ 


بما أنه يجب إجراء عملية التصغير غير المقيدة للدالة ل 1 و 00 لقيم متتابعة 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة or‏ 

المثلى ولتفادى عدد كبير غير ضروري من التصغيرات غير المقيلة . 

يكن إيقاف الإجرامات الذكراوية بينم تست الشروط ال التالية : 
الین لني يتم يت رق مشر 1 6 معي 
f(x ¢) - fk) <‏ 
(xX )‏ 
۲- الفرق بين النقطتين المثلتين و 0 E‏ يصبح صغيرا جدا وهذا يكن الحكم 
عليه بعدة طرق سوف نورد بعضا منها فيما يلي : 


(tt YEN 


1 








)5,1١0٠( (4x); Îse» 
:۸× حيث ب ×- ,×= ×۵ و : (×4) تكون المركبة 1 للمتجه‎ 
max (Ax); | > دع‎ 
ةف‎ 
[axl = [(ax)î + (4x): + ... + (4x) بعك‎ 
لاحظ أن القيممن , © إلى ۾ © يجب اختيارها اعتمادا على طبيعة‎ 
. المشكلة نحت المناقشة‎ 
مثال ا‎ 


بع كرود سيد يما 
نحت القيود: 
0 > 1+ ع -ه TKK)‏ 


52): XxX) > - دي‎ > 0 


5 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


امحل 

لتوضيح طريقة دالة الجزاء الداخلية» تستخدم طريقة الحساب لحل مسألة 
التصغير غير المقيدة حيث لا نحتاج إلى نقطة ابتداء 1 X‏ بحيث تحقق القيدين . 
الدالة © تكون: 


| ET o 1 025 
D(x, - ج‎ (+1) ۳X» ا ا‎ 


لويجاد دالة التصغير غير المقيدة للدالة © تستخدم الشروط الضرورية 





د سي ةو ون چ 
0X | (Ix J‏ 
أي أن 
(x? - 1(* - +‏ 
أى أن 
1 01 
ا ا 6 
أى أن 
X3 - 1 ١‏ 


من المعادلتين السابقتين نحصل على : 


“الك زور ٍ 11م = رع 


و 
Î e e E EE & eS : 1 E‏ ج = Din (D‏ 
E E 0‏ 


وللحصول على حل المسألة الأصلية فإننا نعلم أن : 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 00 
i‏ 


(2) منم 4 جب" > min‏ 


MÊ ê.‏ ان 
1 وو له 


و 
9 ووم "2 


يحتوي الجدول رقم )١,۳(‏ على قيم الدالة 2,×,۴× المناظرة للمتتابعة المتناقصة لحد 
الجزاء ۳ 


لقو ورا کے 
















x1(D = (r +1) 
5.7164 
3.3162 
2.04017 
1.41421 
1.1477 
1.04881 
1.01569 
1.00499 





31.02278 | 
10.00000 
3.18 
1.00000 


132.4003 
36.8109 
12.5286 
5.06904 
3.6164 
2.9667 
019 
2.6967 
O02 
2.6697 












0.31023 
0.10000 
0.031 62 
10100000 
1.00158 0.00316 
00050 0.00100 






ى © كلة البرمجة المحدبة 
لقد لاحظنا فما سبق التصغي التسلسلى للدالة: 


IT] 
(i.6) D(X ,r,) = لل ث1 - (2خ)1‎ 1<0 
لالد ل‎ Dz x 


وبتنقيص قيم م1 المتتابعة نحصل على )× . عندما هبط تتقارب النقط »× إلى 


۲0٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
نقطة تصغير المسألة المقيدة : 

f(x )‏ 
حت القيود 8 


لا و2 و 1ل (KSO‏ 8 
ومن أجل التأكد من الحد الأدنى الشامل للدالة (,5 ,)4 لكل قيم »۲ الموجبةء فإن 
الدالة © يجب أن تكون دالة حادة التحدب (5010119) في × . وتعطينا النظرية التالية 
الشروط الكافية لكي تكون الدالة 0 حادة التحدب» وسوف نترك البرهان بسبب 
احتياجه إلى تفصيلات قد تتجاوز مستوى الدارس لهذا الكتاب . 
إذا كانت © محدبة» فإنه لجميع قيم 0< ۴ توجد نهاية صغرى وحيدة للدالة 
OOK, Fi‏ 


)٦, ۲( نظرية‎ 

إذا كانت (1)5 و (). عم محدية وعلى الأقل واحدة من (×) و ;(X)‏ 8 
محدبة بالتحديد. فإن الدالة ( ۽١‏ ,×) م" والمعرفة بالمعادلة )٦, ٠١١۲(‏ سوف تكون 
محدبة بالتحديد فى ×. 


لريقة الدالة الحزائية الخارجية 
فى طريقة الدالة الجزائية الخارجية» تؤخذ الدالة © بصفة عامة كما يلى : 
'<80)رع> يم ,+ TD D(x, r) = f(x)‏ ا 
j=‏ 
حيث ۽ ۲ معلمة جزائية موجبة والأس © مقدار ثابت غير سالب. والدالة 
< ()/, ع > تعرف كالتالى : 


> <(8)رع‎ = max <g,(x),0> 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود مترأاجحة YoV‏ 


إذا كان g;)×(<0‏ (أي أن القيد غير محقق) (8.)5 
| = 163 


إذا كان 2(<0)رع (أي أن القيد محقق» ‏ 0 

يتضح من المعادلة ٠١۳(‏ و5) تأثير الحد الثاني في الطرف الأيمن من المعادلة في 
زيادة الدالة ( 7 ,)9 التي تتناسب مع الكمية التي تتتهك بها القيودمرفوعة 
لقوى .٩‏ لهذا سوف يكون هناك جزاء لتخطي القيود» وسوف يتزايد مقدار الجزاء 
بمعدل أسرع بالمقارنة بالمقدار الذي يتخطى به القيد ( في حالة 1< ) » ولهذا السبب 
سميت هذه الصيغة طريقة الدالة الجزائية. أحيانايكون للدالة ( 7 ,)0 نهاية 
صغرى كدالة في ×» في منطقة خارج منطقة الحلول الممكنة . تنقارب نقطة النهاية 
الصغرى غير المقيدة 2 آل الحل الأمثل للمسألة الأصلية عندما »دوه ج : 
والنقطة | تقع أخيرا في منطقة الحلول الممكنة . 

ندرس الآن المعادلة (5,107) لقيم مختلفة للمقدار © : 
١‏ إذاكانت 4-0 

فى هذه الحالة تعطى الدالة © كالتالي: 

D(x ,r,) = f(x) + 5 > (#)رع‎ , < 
اكز‎ 


إذا كانت f(x J+m r, 2;(x)>0‏ ظ 


)5١20( =‏ 
إذاكانت 0>(×) ع 52 
هذه الدالة غير متصلة على حدود منطقة الحلول الممكنة . وبالتالي فإنه من 
الصعب تصعير هذه الدالة . 


5 - إذاكانت 0>0>1 هنا تكون الدالة © غيرمتصلة. ولكن الحزاء لتخطى شرط 
سرف کون صقر جذا . اشاكون مسشعقات الكالة :غير معصلة على 
الحدود ولهذا يكون من الصعب تصغير الدالة . 
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تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
إذا كانت 1= ۹ فإن زانجويل ( انظر 1962 232830111) أو ضح أنه في هذه 
الحالة» وتحت ضوابط معينة توجد قيمة كبيرة للمعلمية م1 كبرا كافيا بحيث إن 
النهاية الصغرى للدالة (, 1 ,)© هي بالضبط النهاية الصغرى المقيدة للمسألة 
الأضلية لكل قيم م1 < م 1. بينمايكون محيط ( كفاف ) الدالة 4 
مشتقات أولى غير متصلة على الحدود. وبالتالى فالطريقة غير جذابة من 
وجهة نظر الحسابات . ش 


هذه المشتقات بالمعادلة التالية : 


0.0١‏ ` - 2 ظ 
8j) 1 1 11‏ 5(<97)رع >2,4 ۲ 7 ا 0 55 
OX; XxX j=1 X‏ 


1< 0 فى المناقشات التالية لهذه الطريقة . 


الخوارزهية 


4 تنفيذ طريقة دالة الخزاء الخارجية بالخطوات التالية : 
ابدأ من نقطة , × وهيمه مناسبة للمعلمية لع | „k=‏ 





أوجد المنجه ‏ الذى يصغر الدالة : 


IT 


,r) = f(x) + rç 2,<g8;(x)>'‏ يمت 


1-1 


اختبر ماإذا كانت النقطة × تحققكل الشروط. فإذاكانت × 
ممكنة تكون هي النقطة المثلى المطلوبة»ء وعند ذلك أوقف التكرار. 


أما إذا كانت النقطة ع × لا تحقق كل الشروط نفذ الخطوة (5) . 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 0۹ 


5 - اخختر القيمة التالية لمعلمية الجزاء التى تحقق العلاقة : 
k,17 FT k‏ 
ثم ضع 1+ k = k‏ ونفذ خطوة (۲) . 


١ 1+1 CTT / '‏ 000 
يکن اختيار م 1 ببساطة من المعادلة ا = 7 حت ) ابت افير 





من الواحد. 


مال ١١(‏ ,1 
صغر الدالة : 
f(x ,X») = ۳ («xı + 1) +x‏ 
تحت الق د[ 


الحل 

لتوضيح طريقة دالة الجزاءالخارجية سوف نحل مسألة التصغير غير المقيدة 
باستخدام حساب التفاضل» حيث إنه ليس من الضروري أن نحتاج نقطة 
رة ب . 
تكتب الدالة © كهايلى: 


©) ,.,1(- 0 (x, +1( + جيعد‎ r [max )0, 1 [(بع:-‎ +r [max )0,- x>)]’ 


الشروط الضرورية لتكون للدالة غير المقيدة ل 2 ×) 0 نهاية صغرى هى : 


1۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





0 > [(-0,1)هصس] (x, +1)- 2r‏ = قم 
0x,‏ 
2r [max(0, -x,)| > Û‏ - 1= سف 
0X»‏ 
وهذه المعادلاات يمكن كتابتها كما يلى : 
TY min[ (x, +1) , (x, +1) - 2r(1-x,)| =0‏ 
min[1 , 1 + 2r x] > 0‏ (۷ ,1( 


فمن المعادلة (/51١5,1)إذا‏ كان 0 =” (1+, ×) فإن1- = , ×(فهذاينعهك القيد 
الأول )» و إذا كان 0 = (,»-2:)1 - (1+,») فإن +4٣‏ +1- =× فيالمعادلة 
BA)‏ 61 الاحتمال الوحيد هو أن 0 - ×1+2۲ ومنها = لهذا يكون حل 


مسألة التصغير غير المقيدة هو : 
)1+ -1- = وان )۱0۸ ,1( 


4 1 
Ce 047 مع‎ )1( = - 2r 


ومن هذا فإن حل المسألة الأصلية المقيدة يكون : 
lim 1‏ 


0 )ع و x= xı(D=1l,‏ 
7 :خا 7 هه جل[ 


3 =7 و اسا 
ویره ملاحظة تقارب هذه الطريقة علاما تزداد ٣‏ تدریجیامن الحدول 


6, ( 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة TT‏ 


-0.95 500.000 | -249.9962 | -0 
-0.80975 | -50.000 | -24.9650 | --7 
-0.45969 500١ 2-4 -4.9474 
0.3607 .500 0.9631 0.1295 


0.83216 | -0.050% 2.08 2.001 
0.99 .0050 | 9 2.50 
| 0.99800 0 | 4 2.6522 
0 26665 2 0 





6 تمارين 


| - باستخدام شروط كون-توكر (67!عنا]-أنا»ا) أوجد النهايةالعظمى لدالة 
الهدف التالية : 
م 1 - 1 -2 
فت الجر وظ : 
5 > 5ج + X1‏ 
1 ك 2K‏ 2 
؟ - باس تخدام شروط كون-توكر أوجدقيمة 8 التي تجعل النقطة 
2 - :* , 1 - × نهاية عظمى حيث إن دالة الهدف هي ر×8 + ,2 - 2 
قوت القود: 
5-5-0 
KE -2 2 0‏ 
- أوجد النهاية الصغرى للدالة التالية باستخدام شروط كون - توكر: 
5( ووه 1(2 - = 2 


نكس 


- 0 


لانت 


تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


نحت القيود : 

- 4 +K” > 4 

EK 3‏ 2(4- 6 
بين باستخدام شروط كون - توكر أن النهاية الصغرى لدالة الهدف : 
و2 - ,2 - 275 +22 - 22 z=‏ 
تحت القيود : 
[ > د + يي 
SK, FORK” S 2‏ 
م Ri‏ 
. 


تكون عند النقطة الك = ر× َِ و دوم ا کیت الس 7 


أوجد النهاية الصغرى مستخدما شروط كون - توكر للدالة : 
1(4- يعن + *(2- ,ع عاج 
نحت القيود : 
5 2 2+ » 
Sx. SK = 10‏ 
ETE‏ 
أو جد النهاية العظمى لدالة الهدف التالية : 
RÎ 5‏ - ج10 -. 30 سع 
تحت القيود: 
0 د 2 
00 کو هد و 
xı <0 KEY‏ 
بإستخدام طريقة قطع المستوى أوجد أصغر قيمة للدالة : 
8 - ;<6 - ج12 - -18x,‏ رع + f(x) = 9x? + 6x‏ 


نحت القيود : 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة WT‏ 
4 >. ع + ع 2+, * 
3 ,1 1 ,0< :»> 
مبتدئاً من النقطة 0 لأ لات ,£ 
- أوجد أصغر قيمة للدالة : 
f(x) = (x,- 1(* + (x, - 2(2 - 4‏ 
تحت القيود: 
KAK KS 5‏ 
10 > م 3+ 4x‏ 


7 به و ع( + 6 


مبتدئا من النقطة (1 ,1) = 0 وذلك باستخدام طريقة زونتدجيك . 
4 - أوجد أصغر قيمة للدالة: 
0 + ع 8 -, عر6 - x1 + x3‏ > 106 
ت الود 
10 ع“ »ا x‏ 
SEKO 15‏ 
مبتدئا من النقطة (1 ,1) = ,×» باستخدام طريقة زونتدجيك . 
٠‏ -أوجدأصغر قيمة للدالة: 
E) =k EIS - 238 Ka - kk‏ 
2 2 بس ع + # 
KOK 2 26‏ 
-X. > 0 5 1= [1 .2‏ 


مبتدئا من النقطة (0 ,0) = ,×» باستخدام طريقة زونتدجيك . 


1 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
-١‏ أوجد أكبر قيمة للدالة : 
x») = ]9 - (x, - -3‏ و 8)) 
نحت القيود: 
نياعت 
3ل وت وخ 02 
6 2 ومع 23+ , عي 0 
باستخدام تقنيات التحويل باعتماد المسألة أمثلية غير مقيدة . 
5- أوجد أصغر قيمة للدالة : 
f(x) = x” - 10<- |‏ 
عدت الشرط: 
x=] 20‏ 
بنقطة بداية 3- = ,× » وباستخدام كل من : 
(أ) طريقة الدالة الجزائية الخارجية . 
(ب) طريقة طريقة الدالة الجزائية الداخلية . 


e‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


(V, ۲) ر2‎ aj xj Sb, 5 ك1‎ [ . 2 . ... , 3 
- 
NT? x; 0 1 [1.2 


كما يمكن كتابة الشكل العام السابق بالصيغة المصفوفية كما يلى : 
أوجد أكبر (أصغر) قيمة للدالة : 


(۷, ٤( f=CX+ 2X DX 
قبت الشروط:‎ 
(V۷, 0( AX <b 
(VV X >0 
: حيث إن‎ 
2 62 Ka ل وه‎ 
ma كاسن وتاي‎ 
م‎ r: Bs سن‎ a 
D = (dj) f EET, aT 
A = (a, ) Gs LD E) « C= 2,8] 


لاحظ أن المصفوفة 2 متماثلة من الرتبة « » والمصفوفة ۸ بأبعاد (0 × «) فى 
حالة التصغير تكون المصفوفة 2 متماثلة ومحددة الإيجاب (أي أن الحد التربيعي 
D X‏ ' × في × يكون موجباً لجميع قيم × ما عدا حال التي تون فيها مح قيم × 
صفرية ). وفى حالة التكبير تكون 2 سالبة محددة (أي أن DB XK <Û‏ × لجميع 
قيم × ما عدا ال حالة التي تكون فيها جميع قيم × صفرية). ويترتب على ذلك أن 
تكون دالة الهدف لمسألة البرمجة التربيعية حادة التبحدب فى × في حالة التصة 
وتكون حادة التقعر في × فى حالة التكبير. ظ 








البرمجة التريسة 1۷ 


نناقش في هذا الفصل طريقتين لحل مسائل البرمجة التربيعية التي لها شروط 
خطية وهما طريقة وولف (ع0173/01 »› وطريقة 5 (Beale)‏ . 


(۲ ,۷) طريقة وولف 
يكن اشتقاق شروط كون - توكر الضرورية والكافية لإيجاد الحل الأمثل 
لمسألة تكبير دالة الهدف التربيعية تحت قيود خطية كما في الملا حظات الثلاث التالية : 
أولا : أدخل متغيرات متممة (إضافية) إلى القيود (5 , ۷) و(7,5) فتصبح 
اللا كالعال : 
أوجد أكير قيمة للدالة : 


1 (x)= C x - > x" D X 
AX #8* وى‎ 
Xef = 0 
: حیث‎ 


E 8 


11 2 2 2 
أ لاج عع چ (r E‏ = 1 


IT1 


ثانياً: يكن كتابة دالة لاجرانج في هذه الحالة كما يلي : 
f(x) -A(Ax +s - b) - U(-x +r”)‏ = نا 5ل 6 L(x ,s‏ 
ثالثاً: نفاضل دالة لاجرانج 7 SF:‏ )اوقا باىب ة إلى 


۹۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


مركيات ل 1 r 9 A‏ 9 : 9 × » ثم نساوى هذه المشتقات بالصفر للحصول على 
شروط كون - توكر المستقرة للدالة 1 » أي أن : 


١ A +p =0‏ - [م 7) 1ع 






2 
أو‎ 
(V,۸) ١1 m 
زع‎ - 2 x بے - عزك‎ j + j =۰ 
k=] =1 
j=1,2,.,0 
2۸ S$ =0 
2 أو‎ 
| A; Sj = 
)۷,۹( j 0 
او‎ 
Xi Î2, aj xij - عدا 5 0= رط‎ O الى عور‎ 
1-1 
2 لم‎ 8-0 
(۷,۱۰١) أو‎ 
Mj . Xj =0 j]=l1,2, 11 
AK +» 85 - b= 
AX > هپ م‎ 
A > 
(V9 \ 
أو‎ 
23ر2‎ Xj Sb; 1 للا .. و ث , 1[ ع-‎ 


Uk 





Ly sis Kj sS =O‏ اا ا 

الشروظ السابقنة باس اء( , ۷) و 1١2‏ ۷) شروط برمجة خطية محتوي على 

(2)0+12 من المتغيرات . يؤدي كل من الشرطين 0 = رك ,۸ , 0= × لط ججميع قيم 

5 ذ إلى أنه لا یکن لكل من 4 , U.‏ : عه :5 أن تكون متعم ات أساسية في حالة 

الحلول غير ا نحللة (208-06860613:6) أو المتكررة الأساسية. وتسمى الشروط 
Xx; =0‏ لمر و 0= ,5 .۸ بالشروط المكملة أو الإضافية (/1626083م2010) . 


مثال (۷,۱) 
أوجد أصغر قيمة للدالة : 
f = -4X +X - 26 |X» + 7‏ 

نحت القيود : 

AX, + بع‎ 6 

XxX - 4X, > 0 

1 2U, S20 
الحل‎ 


بإدخال المتغيرات الإضافية = ¥ ووه ير و17 > f,‏ و27 > fla‏ 


۷۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


يمكن إعادة صياغة المسألة فتكون عبارة عن تصغير الدالة ؟ التالية : 


3 1 4 5 4 )سم 
ظ | XK‏ × | س له [ FST © ١‏ 
5 و ورال )ج د 0 





N.10) 





بمقارنة هذه المسألة بصياغة المعادلات من ٤(‏ , ۷) إلى )۷,١(‏ نجد أن 
)> يع . 4- ع 6 


56 2 
و = 10 
4 2 |0 


b= 
2 1 2 3 
و > وم 3 م‎ A= ظ‎ 
1 -4 1 5 


ومن ذلك يكن الحصول على الشروط الضرورية لحل المسألة المذكورة في 


ا لمعادلة (۸, ۷) باستخدام المعادلات من (۸, ۷) إلى (۷,۱۳) هی : 











.-4- جاريم‎ 2x, - 2X; + 2A; جاع‎ =0 







0 - رن‎ -2x, + 4x, +۸, -4۸2 =0 
)۷,۱٥( 


البرمجة التربيعية اا 





Eke 
A, 2Û , i 2Û 
û 2Û ;, Hy 0 
Ar ¥ =0, ,رهم‎ =0 
(V, ۱۷) 


ya =0 ; WK; =0‏ وا 
لاحظ أنه إذا كانت لا في الأساس» فإنه لا يكن أن تكون :.3 في الأساس»› 
وإذاكانت :فى الأساس» فإنه لا يكن أن تكون للم فى الأساس . يكن كتابة 
مجموعة المعادلاات ١0(‏ وا 


- 7 + إلا - وم + 28 + ر×2 - kK‏ 


FZ, =0‏ دز - م4 - +A,‏ ولاك + رع2- ١‏ 
2 2ل - 2 | 2 1 (07,1 


6 = 7+ رع + ,2 





حيث ,2 , 2 متغيرات اصطناعية (816816121) لإيجاد الحل الذي يحقق القيود 
للمعادلات من ٠١(‏ ,۷)( إلى المعادلات )۷,١۷(‏ تستخدم المرحلة الأولى 
(013863) من طريقة السمبلكس؛ حيث نصغر :2 + ,7-2 تحت القيود المذكورة 
في المعادلات ١5(‏ ,۷)إلى(۷,۱۸) . كمافي الجدول رقم (١,لا)‏ جدول 
السمبلكس المبدثي التالي : 


؟ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


الجدول رقم .)۷,١(‏ 





تبعاً لطريقة السمبلكس تدخل .3 الأساس في التكرار التالى؛ لأن معامل التكلفة 
لهذا المنغير هو الأكثر سالبيةء وتكون ر2 المتغير الداخل لأن النسبة المناظرة لها هي 
الأصغر ولكن ,۸ لا يكن أن تدخل الأساس لأن ,لا بالأساس (لكي تحقق المعادلات 
(۷,۷))» ولذلك نختار ر× لكي تدخل الأساس في التكرار التالي» وطبقاً لهذا 
الاختيارفإن و2 سوف تترك الأساس والجدول رقم (۷,۲) يوضح ناتج التكرار 
الأول من جدولة السمبلكس . 


وأن دلا أو و« تخرج من الأساس» وهذا غير تمكن لأن , رمن المتغيرات الأساسية 


البرمجة التربيعية VT‏ 
(حتى تحقق متطلبات المعادلات (17 ,۷)). لذا نختار ,× لكي تدخل الأساس. 





الجدول رقم (۲ و«( 





فى عله الموخلة تاد آق :2 اتدل الأساس (مكن السماحم بذاك لان :ل 
ليست فى الأصاض) و :تشرك الأساس . يوضح الجدول رقم (۷,۳)نتيجة 
التكرار الثالث . 


0 09/26 -1/26 1/13 5/131 0 1/26 -1/13| 32/13 | 
0 -81/26 9/26 -9/13 7/13] 1 9/13 | 3 
1 -7/13 -5/13 -3/13 - 13 

-9/13 1/13 -2/13 3 2/13 | 3 





حيث إن المتخيرات الصناعية ,7 و ر7 قد حذفت من الأساس . 


يعطي الجدول ٤(‏ , ۷) ا لحل المطلوب وتكون قيم المتغيرات الأساسية هي 


32 14 24 8 
ET‏ 86 و د 9 13 2 ET‏ ,۸. وقيم المتغخيرات غير 


الأساسية هى 0 - = ول 2ت ,“ر وبالتالى فإن حل مسألة البرمجة التربيعية 


: المعطاة هو‎ 
. 32 0. 144 10 لك‎ 
Tg ان‎ fan = f (x1 x2) = 13 


بعد إيجاد الشروط الضرورية الخاصة بمسائل البرمجة التربيعية» وحل المسألة 


البرمجة التربيعية 527 


الموضحة بالمثال ١(‏ , ۷) أصبح من الممكن توضيح تعديل وولف لطريقة السمبلكس 


يكن تلخيص طريقة وولف لحل مسائل البرمجة التربيعية في الخطوات 
التالية : 
خحطوة )١(‏ 
ندخل متغيرات اصطناعية 2 , ... , 2 , 1 >( و إلله في شرط كود توكر 
| لمعط, ‏ بالمعادلة (۷,۸) . لحت فلحصا علو : 
[ 1 سد 
ينما لأى مسألةحقيقيةيكون هذا الحل مرغوباًفيهإذاء وإذا فقط. كان 


خطوة (۲) 

ننقل الطوو 1 لطريقة السمبلكس حتى تتأكد قيما إذا كانت التطروط 1 4:5 
ألساسيا هقير لا للطور11. ` 

للحصول على الحل المرغوب الذي يحقق الشروط لحل المسألة التالية» وهي 


تصغير قيمة الدالة : 


1 


2-7 


دز 


۲۷٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
تحت القيود 


8 بوك‎ + 2: a; Uj FZ; ديسب‎ TT 


k=] 
Fat - ار وك‎ 
ادر‎ 
Ai Ks لكل يه 1 20 يوقاو زغل‎ 


0= .. زلا 


نستخدم في تحديد المتغير الدالي الذي يدخل الأساس ز. 


خطوة (۳) 
خطوة (۲). سوف يكون الحل الذي حصلنا عليه حلا أمثل لمسألة البرنامج 
التربيعي. 


مثال (۲ ,۷) 
استخدم طريقة وولف لمسألة البرنامج التربيعي في إيجاد أكبر قيمة للدالة 
ا - وكا + ,غ2 - f‏ 


نحت القيود : 


الال ۷۷ 
6 > م3 + 2X,‏ 
4 > ,ع +2 


Kes 2 0 


الحل 
اعتبر شروط عدم السالبية 0 < ر× , 0 < ,×متساويات» ثم أضف متغيرات 
غرنة إلى كل المثر اجحات لتصبح كمتساويات أو معادلات : 





2x, + 3x, + 2و‎ = 6 
2, + وو + رن‎ = 4 
XK +1 r, 
-X2 + و5‎ - 0 
نشتق دالة لاجرائح كما يلي : ظ‎ 
1 (x Sa قا‎ Ee ونم‎ Rê, كام‎ Ea Eo 
x, 3 - 71-3 (2x, + 3x, +S -6[ 
2 (2x, + x2 +s - 4[ بير‎ (x, +r) تت يع -) ينس‎ 


dL 
dx, 





0 = لم + 28.2 - .2# - 2 - 2 = 


dL 
dX» 





0 = دي + جم - 3 - |[ = 


۷A۸‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


dL 
اها‎ 





dL 
اس عد لوقت‎ 
05 282 











dL 
= -DM,r, =0 
dT, ۴ 
dL 
— -- 2” =0 
03 22 
OL TT, 
07 
E = 2x + وو + ري‎ - 4- 0 
0۸2 
چ رطق‎ +0 
0 زر‎ 
QL 





0 - 5+ رجا - = 
م 0 


بتبسيط هذه الشروط نحصل على : 
2 > إل - 282 + 2/1 + ,2 


[ = لم - 2م + م3 


6 - 7 + و3 + 2x,‏ 
2X, +X” +S - 4‏ 
AS > A28» = 0‏ 
0 = 02ل = 11لا 
سيت 3ل يلام ولام يناو واد يقل ء يكلم وقار eih‏ 


وبإدخال متغيرات اصطناعية ,72 و 22 فى الشرط الأول والثاني على الترتيب» 


6-7 +2 


Z, 2‏ + إل - 28.2 + 28 + 2 
َي و7 + >| - وم + 347 
FIK, FF 6‏ ,2 
4 - 5 + مخ + 2 


5١ , 55 A as bi , 12 > 0‏ دخ ٠‏ ع 


۸۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطبة 


0 > و5 22 ع ,و A1‏ 


0= ص1 مل > r‏ رلا 
وياد ال متغيرات اصطتاعية ا7 و 22 في الشرط الأول والشانى على 


أوجد أصغر قيمة للدالة 


تحت القيود : 


2 > رك + إلا - و23 + ,2۸+ 4 


3A, + 2.2 - وك + دللا‎ = | 
عر‎ + SR F5 = 6 
2x, + وا‎ + 55 - 4 


Ma f2 >00‏ ع r,‏ رما 
Kas Ra a, Er E =D‏ 
سوف نستخدم طريقة 1 الكبيرة لإيجاد الحل الأساسى لهذه المسألة الخطية 
يضر ب مقدار كير 0 < 8/1 في معامل المتغيرات اللاصطناعية فی دالة الهدف. فتصبح 
المسالة كما يلى : 


الوا ةة ۲۸۱ 


: صغر الدالة‎ 
)* = Mz, + Mz» 


حت القيو د : 


2x, + 2A, + 28.5 - Û + ربك‎ = 2 
328.1 +2۸2 - وك + دلا‎ = [ 
2x, + م3‎ + = 6 
2 +X, + د52‎ = 4 


Z2, +2 20‏ , ربلل , ج5 , ر5, و . Xı‏ 


MT, > Mal; = 0 


وبالتعريض عن بنك ف ورك في دالة الهدف نحصل على 
3M - 211 - SMA, ١ 3MA» + Mu, + MM,»‏ = ] 


في الجدول رقم (۵ , ۷) نوضح الحل الأساسى المبدئى لمسألة البرمجة الخطية . 


اس رقم (۷,۵). 


EEE 
Lau | os ألا لتك‎ [mM] o [0 [0 [0 |3 


0 92 09 1 














YAY‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطبة 


اساسا 


Luli لان انك انك‎ 0 LW nm 


2/3 2/3 13 0 13 
43 -43 2/3 0 -3 





الجحدول رقم (۸ر۷). 


8 ل 


-1/2 3 





0 -1/3 0 


1/3 -2/9 15 1/3 


-1/3 -49 -1/3 -1/3 | 10 


البرمجة التربيعية A1‏ 


بالجدول رقم (0 , ۷) أكبر قيمة سالبة هي 5۷ - ولكن لا يکن أن ندخل ,2 (أو ,۸) 
في الأساس بسبب الشروط المكملة 0 = رر ۸= ,5 3. حيث إن 0 - ر لذ 
فإن ,× يكن أن تدخل الأساس ويخرج من الأساس ,2. الحل الجديد موضح 
بالجدول رقم (7,7). أيضاً في هذا التكرار لا يكن إدخال ,2 و ر۸ و رل في 
الأساس فى جدول (1 ,۷) وذلك لأن ,8 و د8 و × على الترتيب تقع في 
الأساس . لذا تدخل ر× فى الأساس ويخرح ,5. الحل الجديد موضح بالجدول 
(۷,۷). 

حيث إن 0 = ,5 لذا فإنه من الممكن أن تدخل ,2 في الأساس في الجدول 
رقم (۷ ,۷) ويخر ج المتغير و2. الحل الحديد مو صح بالجدول رقم (۷,۸). 

لايوجد فى الجدول رقم (۷,۸) متغير غير أساسي يحسن دالة الهدف. 


ويكون الحل الأمثل هو : 


3 14 E 

لأس ا خا ا ا ا 15 و 
10 
E‏ لا روي 0ع وز = Mı‏ 


يحقق هذا الحل كذلك الشروط المرنة المتممة : 


MX, = 2X,» >‏ 
ويكون القيد على إشارة مضاريب لاجراح عقا بو gs‏ الو دلا . 
القيمة الكبرى لدالة الهدف للبرنامج التربيعي المعطى هي : 


5 21١ i |]212 55 
MÎ 1 > 2 س | = ~~ ١آ 17م >> اب‎ — ~~ 
ax Kı 1ه‎ (+ 5 86 9 
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702 طريقة بيل 
نستخدم في هذه الطريقة طرقاً تعتمد على حساب التفاضل والتكامل بدلا م: 
شروط كون-توكر لحل مسألة برنامج تربيعي من الصيغة التالية : 
× © "× لے + VY f= CX‏ 


حت القيود: 
AX =D‏ ( و 
0 < ع 5م 
حيث "چچ X‏ و 88 ىو 212855 16 مصعوفة متمائثلة من الرتبة 1 و۸ 
مغر قات أبعاة xn‏ 11 . 


تبدأ طريقة بي (©8621) بتجزيء المتغيرات في مسألة البر نامج التربيعي. 
وعددها 2 » إلى متغيرات أساسية وأخرى غير أساسية في كل تكرار لعمليات الحل . 
حيث يتم التعبير عن المتغيرات الأساسية و كذلك دالة الهدف بدلالة المتغيرات غير 
الأساسية. 

لتكن 8 مصفوفة غير شاذة من الر تبة ۳ التي محتوي على أعمدة من ل مناظرة 
للمتغيرات الأساسية " "۴ ع ى × ولتكن × مصفوفة لها بعد (12-م) × ص 
ونحتوى على أعمدة مناظرة للمتغيرات غير الأساسة "٤ع‏ × » وبالتالي یکن 
كتابه المعادلة ( ٠١‏ , ۷) كالتالى : 

(B.N) (Xs , Xx) =D 


او 
Xe e kB" N XK N‏ 


البرمجة التربيعية YAO‏ 


أو: 11 , دوه و 0 1 = 1 5 e‏ د XB,‏ 1 
1+1 


Yio > (Y10 ودلا د‎ : Tav - BÛ , yj; - 8 N 
E EF ISI. aE 


: فإن‎ 
KE = Yi 1 I= 1 . 2 ل بدو‎ 


يكن كتابة دالة الهد ف )7,١59(‏ بدلالة الحدود ر× , وا كمافى 


الصيغة التالية : 


1 Dı Dı» | 


f= (Cg , Cx)(XB Fx) +5 (Xs, 85 زت + ور‎ 


| دد ر 


بالت یر خر بدلا التشير ات س شي الأساسية زه د 6 ليقي وعد 








07/6 Pra ky د‎ KS O KS 
: حيث‎ 
و‎ “Yio قيمة الدالة ۴ عند 0 = » × و‎ = ٥ 
)2 - ۳( × )۸ - ۳( مصفوفة متماثلة من رتبة‎ = 6 
يأ ب عدو وتام ل ) 0-2 مجه كرابت‎ 5 


ولاستخدام طريقة بيل نتبع الخطوات التالية : 
ي 

)١( خطوة‎ 

نحسب المشتقات الجزتية للدالة ‏ بالنسبة إلى المتغيرات غير الأساسية 
لاه ق51 . ات × × وذلك من المعادلة (۲۲ , ۷) نحصل على 


۲۸٦‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


df 
E 


J 


007,75 = j +2 2, بورع‎ Xx, : ل‎ - 1,2 , ...,8 - 0 
= 1 


: 01 
لاحر 8 ازز ا کے س 
0= .ع | بم + 0 


حيث تمثل :)0 التتحسن الذي سيطراً على دالة الهدف عندما تزيد قيمة المتغير غير 
الأساسي رقم ز. لذلك: 

أ) إذاكان 0 > ,© لكل قيم زعندئذ كان الحل الجاري حلا أمثل . 

ب) لکن إذا کانت 0 < © لبعض قيم زكان هذا يعني أنه بالإمكان تحسين 
قيمة دالة الهدف بإدخال متغير غير أساسي إلى الأساس . وللتعجيل بعملية الوصول 
إلى الحل الأمثل. يجب إدخال المتغير غير الأساسي صاحب أكبر تحسين ممكن» أى 


المتغير با صاحب 
max Qf |‏ 
0Xx jx, =o‏ ل 


وعتدما نبدأ فى زيادة قيمة المتغير بو تدا قيع المتغيرات الأساسية فى التغير 


د 8 ل سن ' 01 ع ٠‏ 
وفقاللمعادلة (۲۲ ,۷). ايضا تغيرقيم - تتغير مع بم ويمكن أن تصل هذه 


القيمة إلى الصفر خلال عملية تحويل الحل إلى حل جديد بينما لا تزال قيم المتغيرات 


ا شاة موجبة . وإذا حدث ذلك نكون قد زدنا قيمة دالة الهدف سو ءا بدلا من 


تحسينها؛ لذلك نتبع الخطوة )١(‏ كالتالي : 


Oy, > 





البرمجة التربيعية TAY‏ 


خطوة (۳) 
نیدد اني ا ب ع 0 
()أن ب يتناقص نس e‏ ۳ ار الصف 


(س)أن تنعدم المشحثرة الخرئية کو 


أيهما أسرع . 





خطوة )٤(‏ 
وفقاً للشرط (1) فى الخطوة (۳) نختار قيمة المتغير غير الأساسي ,×› ونرمز 
لها بالرمز ,8 حيث : 





ظ ا لوه 
0 بيولا | 
B, =min { Jir .F=1,2, sR =m‏ 7 


,رلا ; ص . 


ad, 





و 0+ بم : 
0 = رآ 


0 8 3 نه 


من ثم نختار قيمة المتغير غير الأساسي ,× وفقا للمعادلة : 
1 9 ره { xX , = min‏ 


إذا كانت كل من 00 = 85 وم = و8 كاف جل عسالة البرمجة الترييعية غير 
معحلثد . 


() إذا اتقرر زيادة المتغير الداخل ,× إلى ,8 فقطء سيصل متغير أساسي 


A۸‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


واحد إلى الصفر» وعندئذ يكن الحصول على حل أساسي وحيد جديد» ممكن 
باستخدام طريقة السمبلكس . لكن إذا أدت زيادة ,× إلى ,8 إلى انعدام قيمة أكثر 
من متغير أساسي واحد كان الحل الذي نحصا عليه منحلاً (degenerate)‏ . 

(ب) إذا تقرر زيادة التغير الداخل ,× إلى 82 فإن هذا يعني أن جميع 
متغيرات الأساس لا تزال موجبة . هنا نعرف متغيراً جديداً (غير مقيد) 1 كما يلى : 





k=]‏ ا 
2+1 قيداً(لأن المتغير ,11 ذاته أضاف قيداً هو المحدد بالمعادلة التى تعرفه). هذه 
المتغير ات تكون خلا اساسا كنا لوذه المعة الحديدة من القبوف: 
0 ع AX‏ 
TH‏ - 1 
Ur ¬ 2 8 Sr k XN, = CC,‏ 

k = 1‏ 
لاحظ أن المتغير نا أضيف إلى فئة الشروط بغرض الحسابات» وقيمته تساوي 
الصفر في الحل الأساسي المقبول التالي. كما أننا تعاملنا مع المتغيرات بلا و ,نا 
وكأتها متشيوانتك أسامية:. نعبر عن الفئة الحديدة للقيو د بدلالة المتغيرات غير الأساسية خت 


خطوة )٥(‏ 
نعود إلى الخطوة )١(‏ ثم ننفذ إجراءات الحصول على حل أساسي جديد 
ومقبول كامل» ونكرر هذه الإجراءات حتى لا يمكن تحسين قيمة دالة الهدف الذي 
يكن الحصول عليه بالسماح بتغيير أحد المتغيرات غير الأساسية . وتشمل التغيرات 
المسموح بها هنا زيادة كل المتغيرات وإنقاص المتغير الحرء ويعبارة أخرى فإن 


الإجراءات تتوقف عندما : 


البرمجة التربيعية A۹‏ 


إذاكانت »× متغير مقيد , 0 > 
(غير سالب) ا 007,70 
إذاكان بم متغيرحر ‏ ,0 | ' 
الشرط الضروري ۲۲0 , ۷) لإيقاف الإجراءات هو أيضاً شرط كاف للحصول على 
القيمة الصغرى الشاملةء إذا كانت (1 نصف مؤكدة الإيجاب أو موجبة مؤكدة . 
نورد الآن الملااحظتين التاليتين : 





ملا حظة (): ا حساب 2 يجب اختبار الزيادة والنتقص حيث إن لا عير 


ملاحظة (ب): إذا حدث فى أي تكرار أن أخذ المتغير الحر الأساسى لقيمة غير 
صفرية» فإن القيد الذي يحتويه يجب أن يسقط . وهذا يرجع إلى حقيقة أنه متغير 


خر ولا يمكن اختياره ليخرك الأساس أو يختار ضمن المتغيرات الخثارة لكى 
ر 


مثال (۷,۲) 
باستخدام طريقة بيل» حل مسألة البرمجة التربيعية التالية : 


f= 2x, + 3K, - 5 


۹۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
4X, > 4‏ + ,> 


7 


I۸ 


XK +۳ م7‎ 


0 


24 
24 
اب“‎ 
IV 


الحل 
بعد إدخال متخ ات متممة 5 و رك بمكرء كتابة القيو د المعطاة كالتالى : 
ِ ع 2 1 2 - ن 


XxX + يرك‎ +S, = 4 
XxX + ,رو + ,ون‎ = 2 


الآن نختار الآتى كحل أساسى مبدئى ومقبول 
2= رو,4 ع ,و , 0ع و« ع Xı‏ 


والذي نعبر عنه في الجدول رقم (1 ف" 


الحدول رقم 140 5 





القيمة المبدئية لدالة الهدف هي 0= م]. كما أن (2 , 4) = (ر؟, ,5) = ۾ × 


الى ال ر ۹۱ 
و (0,0) = (ر×, ,×) = برک 
بالتعبير عن ۴ بذلالة المتغيرات غير الأساسية ز× ,,×نخضل على : 
f= 2x, + 3X, - 5‏ 


I 8 df 
5 OKs 








0 Xx = 3 - 4X» 
بالنسبة إلى‎ f عند ا لحل الجاري الأساسي نحسب المشتقات الجزئية للدالة‎ 


=X, =0‏ ا 





df df 
0) | = 0 2 , كك = و‎ 
: 026 و دغ 0 2 و‎ ١ 





لذا يكن اختيار دو (لأن ره هى القيمة الأكثر إيجابية) لتدخل الأساس لتحسين 
قيمة دالة الهدف . باستخدام الجدول رقم )١-1"(‏ القيمة الحرجة ''! ×= ب 8من ر× 





المعطاة كالتالى : 
(=B, ( - min | =1‏ ع 
اا 
3 اقزر امه حل 8 -) )2 
e 2O) 83‏ لي ا +2 
وبالتالى فالقيمة الحديدة للمتغير الداخل تعط تعطى كالتالى : 





x2 = min {B, . B| = min |i ر‎ 


القيهدة × مناظرة ل 8 ولهذا تطبق الحالة (ب) وبالتالي لا يوجد أحد المتغيرات 
الأساسية الجارية يأخذ قيمة صفرية . بالتتابع ندخل متغيرا حرا ,لا وشرطا جديدا : 


9 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





17 





والآن ندخل د× إلى الأساس ونخرج دنا في الجدول .)۷,٠١(‏ الحل الجديد 
موضح بالحدول ١١(‏ وا 





بحذف المتغير الأساسي و من دالة الهدف والتعبير عنه بدلالة ,و ينا 


2 | 1 ظ 
f= 2x, + 3 3‏ 


| 4 4 4 4 
مرة ثائيةا» نحسب المشتقات الزئية للدالة ۴ بالنسبة إلى ,ونا 
21 











لا 


01 df 
و فى الك‎ 8 
03 XxX, =0 دنا 0 ش‎ ۹ = )( 


أي أن شرط التوقف لطريقة بيل قد تحقق. وبذلك يكون الحل الأمثل هو : 





۹٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


وأكبر قيمة للدالة هى : 


: باستخدام البرمجة التربيعية أوجد الآتى‎ -١ 
أكبراقبمة للدالة:‎ 0( 


ديه يد 5 لاع 
2K‏ - 27 ع3 FIK FK‏ ,ع3 ع (2) ) 


(ب) أصغر قيمة للدالة : 


ek _ Err GS = قر اك يق‎ 
١1 د ل‎ 22 FAR, F9, ARR, “AK AEE 


FIK + 2K, 0‏ عرد 


3 + 5% 5 


(ج)ااكي قيمة للدالة: 
1 


Js 2K FIK, > 2 


نحت القيود : 


40 البرمجة التربيعية‎ 
X, + 4x, > 4 
KF 252 
i 4 F0 
: (د) أكبر قيمة للدالة‎ 
(x) = 10x, + 25x, - 10x? - عا‎ - 4X x, 


ا طريقة وولف أوجد الاأتي : 
() أصغر قيمة للدالة : ۰ 
2 7و > 2 + (x) = 6 - OX,‏ 


Kı FK, S2 


Kr s Fs 20 
: (ب) أكبر قيمة للدالة‎ 
f(x) = 4x, + 6x, - 267 - 2 و2 - رغ‎ ۰ 


Ki ; KS ات‎ 


55 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


: أصغر قيمة للدالة‎ )( 
f(x) = -4X + E IRR, F 2 


N 4 6 
als 21 


7 1 
(ب) أكبر قيمة للدالة : 
و3 - 4 - 4x, + 6x,‏ > (ع)) 
FKKS 4‏ ,ع 
2Û‏ جك . Ki‏ 


(ج) أصغر قيمة للدالة : 
f(x ) = 6 - 6X, + 2x KR + 2x‏ 
تحت القيود: 
S2‏ جع + Kı‏ 
Ks Z0‏ , :2 
- أوجد أكبر قيمة للدالة : 


2 ذ we‏ الي . RE.‏ .اذا 
XK»‏ وي + (x)= 18x, -X f‏ 


البرمجة التربيعية 8 
غیت القبود : 


-Xı + و‎ > 6 


0 > × 
0 & د 
0- أوجد أكبر قيمة للدالة : 
f(x) = x, +X, - <1 - 2X}‏ 


نحت القيود: 
2-21 2ل د چ 
0 > 2 + ,عا 
XK: < ]‏ 
5 - أوجد أكبر قيمة للدالة : 


1 9 | 
7” ف م 2ك کا‎ 
(= x XX» IK FX: 


تحت القيود : 


Xı + رع‎ - 4 


: ر" اوخل 3 2 قيمة للدالة‎ 
E. 2 
f(x) = 20x, 10%» - 3 : ZK 


۹۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
تحت القيود : 
6 3555 ,عرد 
10 > و + ع 


AK, + و32‎ < 8 


1)2( = # + “AK - د21‎ 


تحت اليو د : 


2X, + و‎ > 2 
£ ل‎ 
5 ¥ 2Û 


8ت اوجيد أكبر قينة دلدالة: 
و2 - 37 - f(x) > 205, - 10K,‏ 


نحت القيود : 


2K, = KS 0 





الملاحق 


ه مقدمة « التفاضل الكلي الرائي 
ه مففكوك معسلسلة تلور لدالة هفحعلدة 
المتغيرات » مصفوفات هس والمصفوفات 
العمائلة وموكذة الآيجاف وفوكدة السلبية 
ونصف المؤكدة ٠‏ المجموعة المحدبة ٠‏ الدالة 
المحدبة والدالة المقعرة ه٠‏ النهايات العظمى 
الكلية والموضعية 





)۸,١(‏ مقدمة 
في الفصل التالى نعرض مجموعة من التعاريف أو الخصائص لفاهيم ظهرت الحاجة 
إلى استخدامها فى فصول الكتاب. وقد لا تكون معروفة لبعض الدارسين. كان 
الهدف من ايرادها في هذا الفصل هو تيسير الحصول عليها وحتى لا يكون إيرادها 
داخل الفصول السابقة نشازاً أو حشوأفي غير السياق. حاولنا أن يكون إيراد 
التعاريف والخصائص لهذه المفاهيم موجزاًء ونترك لمن أراد التفاصيل والتعمق 

الرجوع إلى مراجع أخرى في الرياضيات . 
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۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
(1 التفاضل الكلي الرائي 

إذا كانت كل المشتقات الجرثية للدالة (,* ...وو ,,)؟ء خلال رتة 
[J‏ 12ء موجودة ومستمرة عند نقطة * × » عندئذ تسمى كثيرة الحدود : 


6 ny OTN 


[عدزر اکا 


التفاضل الكلى الرائى (116161131نل طا مطt)‏ للدالة ۴ عند *×. 


ملحوظة: يوجد عدد ۲ من علامات التجميع لكل ;1 واحدة» وعلى سبيل المثالء 


إذا كانت 2 -غع. 3 ع وورفإن: 


d"f(x*) = af; و‎ 5 


ت اده 











=1 1-ر‎ 
21 24 
2 توآ ب )* “شفة‎ 9 (x*) + hj 0٤ + 2 کل مسجيسب‎ (x*) 
dx 0 dx 0X 0X 
اوا 0 ظ 9 م0 ا‎ 
+ دلأولاك‎ xx, GFF ZR 11 E اه‎ 


( مفكوك متسلسلة تايلور لدالة متعددة المتغيرات 
يعطى مفكوك تايلور لدالة ٤)×(‏ حول النقطة *× بالمعادلة التالية : 
f(x) = f(x*) + 01): *( + 04 f(x *( + 431*(‏ 


1 أب محر لذ‎ 7 
...عل‎ NT d f(x ) + R «(x و‎ h) 


الملاحق 555 


يسمى الحد الأخير بالحد الباقى الذى يعطى بالعلاقة : 
f(x* + Oh)‏ ل جيم R «(x , h)‏ 





خث *×- »×= hطو‏ 1 > 0>0. 


٤(‏ ,۸) مصفوفات هس والمصفوفات المتماثلة والمؤكدة الويجاب 
والمؤكدة السلبية ونصف المؤكدة 


المصفوفات المتمائلة 
لا تتغير المصفوفة المتمائلة (11]ع5[/111111) عند تدوير ا 8 = ۸ وتساوی 
المصفوفة المتماثلة المتخالفة (736]130دلزة سع)ء) سالب المدور (7 ۸-= ۸). 


مصموفة هس 
مصقوقة عسن (11885)المرتبطة بالدالة 7( سورع ها الى لهامشعقنات 

f ا‎ | ١ 

2 I= sd 


ويحقق التعبير 2 1 يحقق قيمة المصفوفة هس عند *×. 
2 


H, = 





المصفوفات المو جبة المؤكدة والسالبة المؤكدة والنصف مؤكدة : 


لأي مصفوفة [;4] = 4 من رتبة 8 ومحدداتها الجرئية 








02 درك 1ر2 فده بخ 
7 21 11 
0 0 مد دج 32 A Ei‏ 9 وده A rl A “Ê a‏ 
ردك | 
ووك دوك روك ظ 
1 2و2 Aaıı‏ 
i, Res‏ 
2n‏ 22“ 2 
A, 5‏ 
Aan‏ ٍ وم زم 


تكون المصفوفة 4 مؤكدة الايجاب (عtنصاگعل‏ ositiveم)‏ إذاء وإذا كانت فقط. 
جميع قيم المحددات الجزئية 4 ,..., ر4 ,4 موجبة . وتكون المصفوفة ‏ مؤكدة 
السلبية (negative definite)‏ إذاء وإذا كانت فقط» ..م لها الإشارة ((1-) لجميع قيم 
۸ ,... ,2 ,1 = ز. أماإذا كانت بعض قيم :4 موجبة وبعضها الآخر يساوي أصفاراً 
أو الواحد. فإن السفرقة يه تكرت تسف مؤكدة الأبجاتب. 

نلاحظ أيضاً أن المصفوفة ل تكون مؤكدة الإيجاب إذا كان جميع قيم جذورها 
المميزة موجبة. أي جميع قيم ^ التي تحقق المعادلة المحددية : 

0 -211- ممم 

تكون موجبة» انظر (1984 ,130) 


(A 1 00‏ المجموعة المحدبة 
يقال إن المجموعة 5 في الفراغ ”8 محدبة (]56 60216) إذا كانت النقطة : 


(۸,۱) x - 2+ (1 - و(‎ 


وتقع أيضاً في الجموعة 5 لجميع قيم , × و ر × التي تنتمي إلى الجموعة 5 لأي 


الملاحقى از 
عدد ۸ يحقق العلاقة 1 > ۸> 0. 
تعرف العلاقة (1) بأنها تركيبة محدبة للنقطتين × و ر×٠‏ وبتعبير آخرء 
فإن الملجموعة 5 تكون محابة إذا كان المستقيم الواصل بين أية نقطتين داخل 
المجموعة 5 يقع كلياً داخل المجموعة 5 كما يوضح ذلك الشكل .)۸,١(‏ 





الشكل رقم )1 .)(A,‏ 


(0 ۸) الدالة المحدبة والدالة المقعرة 
يقال إن الدالة (<)1 محدبة (001100 «012076) ومعرفة على المجموعة 
المحدبة 5 في الفراغ ”8 إذا تحققت العلاقة التالية : 


))۴ (3- 1) + ,2 | يع )2- 1( + عدا )۸,۲( 
لجميع قيم ,× و ر × التي تنتمي إلى المجموعة 5 لجميع قيم ۸ حيث 1 > 1 > 0 . 
وي قال إن الدالة (×)۴ مقعرة (0020376) إذا انعكس اتجاه المتباينة فى 
العلاقة(۲ ,۸) . لاحظ أن إشارة المساواة تتحقق فى العلاقة (۲ ,۸) عندما تكون 
0= ۸او 1= ۸. ۰ 
تكون الدالة (×)۴ حادة التحدب (×ع۷١هء‏ yااعنرء)‏ إذا تحققت العلاقة 
(,۸) بعد إهمال علامة المساواة لجميع قيم , × و ,* ولنعتبر الخط المستقيم 
الذي يصل بين النقطة [(, ۴)١‏ و ,»| والنقطة |(, *)1 و ×| عند ذلك فإن 
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الطرف الاين من العلاقة (2) يمثل ارتفاع هذاالملستقيم عند أي نقطة 
و <(2 - 1) + ,3 = × » ويكون التابع محدباً إذا كان الخط المستقيم يقع كلياً؛ إما 
على مسطح منحنى الدالة ()5 أو فوقه. أما بالنسبة للتابع المقعر فإن هذا المستقيم 
يقع على منحنى الدالة (×)۴ أو تحته كما هو مبين في الشكل (۲ ,۸). 


(x ,و‎ ))71(( 


((2*) , 6( ا 





ي*(1- 1) + ,1 جل 2- 1( + X‏ 1 


(أ) دالة محدبة (ب)دالة مقعرة (ج)دالة لا محدبة ولا مقعرة 


الشكل رقم (0). 


يتضح مما سبق أن أية دالة خطية محدبة ومقعرة في الوقت نفسه ويمكن إثبات 
أنه : 
- إذا كانت الدالة (:)1) مشعرة. فإن (×)؟- تكون دالة مجحدية »تقيض ذلك 
س ع ع 
- إن مجموع دالتين مقعرتين (محدبتين) أو أكثشريكون دالة مقعرة 
(محدبة) . 


الملاحق 0 
810) النهايات العظمى الكلية والموضعية 
يقال إن للدالة (٭)۴ المعرفة على المجموعة 5 نهاية عظمى كلية 
f)‏ 15*52 جميع قيم × داخل المجموعة 5 . 


كما يقال أن النقطة ,× حدية أو طرفية (نهاية صغرى أو نهاية عظمى) للدالة 

: ادا كانت‎ 1 )×( 
f (xot لظ‎ ( 2 ) << ( 1 (Xo) 

لكل قيم ۸ بحيث تكون | | مقدرا متناهيا في الصغر لجميع القيم . 

ويقال إن للدالة (×)۴ نهاية عظمى موضعية (11301112111 10©21) عند النقطة 
*×إذاء وإذا فقطء كان هناك عدد 0 < © بحيث إن (×)۴ < (*×)۴ لجميع قيم × 
ضمن 5 التى حمق العلاقة ع > ا× - *«ا. وبتعبير اخر فإن النهاية العظمى الموضعية 
*× تكون أكبر قيمة ضمن مجموعة جزئية ولتكن ا التي لا تبعد أية نقطة بداخلها عن 
*×مسافة أكبر من © . 

يلاحظ أن النهاية العظمى الكلية لا بد أن تكون أيضاً عظمى موضعية . 

يكن تعريف النهايات الصغرى الكلية والموضعية بنفس الطريقة السابقة بعد 
تضم اغا اللتباتات. 

سي الأشغنان الى انال اق بالق طت سين 

لي کب وور رر £ ) = رک 
(و2 × ,... د22 × و رر × ) = ر × ويرمز لها بالرمز 1 عو أت | تحسب 


بالعلاقة : 


١ 2 


ا 
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برمجة غير خطية 5١ ١٠١‏ 50 
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١١ ٠٠١ برمجة تقليدية‎ 


برمجة محدبة 50 5 


(ت) 

تحليل الشبكات ۲ 
تحويل ٦۸ء‏ 2.550 V۷‏ 
تخصيص 5" 

١ 5 تربيعي‎ 

تعويض مباشر ١84‏ 
تطبيع القيود ۲٠۲‏ 
تغيير مسموح به 50 ١‏ 
تغيير مقيد 5 ١١‏ 
تفاضلى ۷۷ 

١9 تاوت‎ 

تقليدى ۱۱ء ۱۸۷ 
تقنيات التصغير ١48 ۲١۲‏ 
تك ١١‏ 


تكرار ۷۸ 








ثىت المصطلحات 
(ٿ) 
ثنائية ۳۵ 
(ج) 


جدولة 5227 


(ح) 

حاد التحدب ۳۰۳ ٣۰٤‏ 
ج 

حذف المتغيرات ١94‏ 

٤٣ » 5٠ حل أساسي‎ 

حل تافه أو متخلل ۳۸ 
حل مبدئي ۳۸ 


حل کن ۳۴۲ ٤۲‏ 


(خ) 
وار زم 1٠١‏ 45 7 


(د) 

دالة الهدف ۱۲ء ۲۰۵١ ١ء۱٤۸ 7٠‏ 
دالة الجزاء ۲٤٤ 2١85‏ 

دالة أحلدية المنوال ٠١‏ 


TTY 


۳۲۸ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
شی 

شبه محددة ٩۲۲‏ 

شرط أمثل ٥۳‏ 

شروط استقرار 0 ٠٠١‏ 

شروط الإشارة ۳١‏ 

شروط دالية ١۳ء‏ لاه ١‏ 

07 ٤۷ ۳١ شروط القابلية‎ 


شروط کون - توكر ۱۸۷ 


اض 
اة اء 8ے 


صيغة فيأسية ۲۸ ع ١‏ 


(ط) 
يقة الرسم(بيانية) ۳۰ ۳١‏ 
طريقة السمبلكس ٠.٠١‏ 55ل ۳۰ ۹۸ 
طريقة المقطع الذهبى ۲٠٠١‏ 
طريقة انحدارية ۷٩ء ١١٠١‏ 
طريقة بحث مباشر ٩۹۷ 2١١‏ 
طريقة بحث النمط /4 
ريقة بيل ۲۸٤‏ 
طريقة تدوير الانجاه ۸٥۵‏ 
يقه تقليدية ۸۵ » ۸٦‏ 


طريقة جاو س - جوردون ٤٩‏ 


ثبت المصطلحات ۹ 


طرق تكرارية ٩۷‏ 

طريقة التعويض المباشر ١515 » ١75‏ 
طريقة زوتندجك ۷ 

طرق غير مقيدة ۸٥‏ 

طريقة المستوى القاطع ٠۸١‏ 
طريقة مركبة ١/5‏ 

طريقة نيوتن - رافسون ١١‏ 

طريقة هوك - جيفز ٩۸‏ 

طريقة كون- توكر 2١/85‏ ۱۹۳ 
طريقة ولف ۲۹۷ 


)ع( 


ع 
غير متحلل(منحل ) ۲۸ 


غير مؤ کد /1 


(ف) 
فترة الشك ۷٦ 2 ٦۸‏ 
فرعی 4١‏ 


ا تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(ق) 

قاعدة كرامر ١6٠‏ 
فانونى ١51‏ 

فيود 8 ١ع‏ 152 TIE‏ 
قي ± دالية ۳١‏ 


(ك) 
كل ١ 4 ٤۲١‏ 


2 

متتابعة غير مقيدة ٠۸‏ 
متتابعة فيبوناشى ١١‏ . 1۸ 
متراجحة أو متباينة ١/18‏ 
متغير آساسی 47 . ۳۱۳ 
متغير اصطناعی ؟ ؟ 
متغير القرار 4 » ٠١‏ 

متيغر داخل ٤٤‏ 

متغير خارج ٤٤‏ 

متغير غير محوری ٤۸‏ ع ٤۹‏ 
متغير متعدد ٠١‏ 1 

متغير متمم ۲۹ 

متغير مفرد ٠١‏ 

٠١١ متمائل‎ 


ق 

ا كارع 1 ١‏ 

محدد الايحاب 288 ۲٣١۲ 5٠١‏ 
مركبات أو وحدات 2694 ٠٠١‏ 
ست ۶ 9 ا 

١ ١ مشحن‎ 

مصفوفة هس "٠١١ 288 .5٠‏ 
مضاريب لاجراح ١١‏ 

٣۳١١ ٤0٥۵ معادلة 24 ۲۹ء‎ 

54 ۰ ٤۸ محورية‎ 

نک ك لی 1ء ۹4 م 
مجاورة ۲٠۰۹‏ 

۳٣۰٤ ۳۰۳ مقعر‎ 

منحرف أو متخالف 7٠1١‏ 
منقول أو مدور ۳۷ 

7 ١0 موضعي‎ 


(ن) 
نقطة حدية JAA TA‏ 


نقل 251 ۷ 


(ه) 


دقن 4غ 1۲ ° 


FY 


T1‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(ه) 
هدف 4ع "لا 00 


هندسي ۲۲۸ 


(و) 
وححيلة المنوال ELE ET‏ 


ر 
لانهائى الصغر 58 ١‏ 


e) 


يطبع ۲۱۲ 
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